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Einleitung

Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand.
Auf M sei eine Differentialform 7 und auf 0M eine Differentialform x gege-
ben. Es stellt sich nun die Frage, ob es eine Differentialform w auf M gibt,
so daf} die duflere Ableitung von w gleich 1 und die Einschrinkung von w
auf OM gleich y ist. Im Falle der Existenz eines solchen w ist es interessant,
danach zu fragen, ob dieses w eindeutig ist, und welche Eigenschaften es
besitzt.

Es mufl insbesondere untersucht werden, unter welchen Voraussetzungen
diese Fragestellung iiberhaupt sinnvoll ist. Fiir C*°~Formen treten keine
Probleme auf. Falls w aber etwa eine L?~Form ist, kann unter Umsténden
die duflere Ableitung von w nicht mehr sinnvoll definiert werden, und auch
eine Einschrinkung von w auf den Rand ist nicht moglich, da M eine
L2 Nullmenge beziiglich M ist.

Es stellt sich nun aber heraus, daf§ auf dem Definitionsbereich der maxi-
malen abgeschlossenen Fortsetzung beziiglich L? der dufieren Ableitung
ein Einschrankungsoperator von Differentialformen iiber M auf Differen-
tialformen iiber OM definiert werden kann. Damit kann das obige Problem

auf einer sehr groflen Klasse von Differentialformen formuliert werden.

Ausgehend vom glatten Fall — das heifit, dafl alle auftretenden Diffe-
rentialformen als C°° angenommen werden — ergeben sich in der all-
gemeinen Formulierung des obigen Problems etliche Schwierigkeiten, die
hauptséachlich darauf beruhen, dafl es keineswegs offensichtlich ist, ob Ei-
genschaften der dufleren Ableitung (zum Beispiel die Vertauschbarkeit mit
der Einschrankung einer Differentialform auf den Rand von M) fiir ihre ab-

geschlossenen Fortsetzungen weiterhin gelten, und dafl bei Betrachtungen



von Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten mit Rand gewisse Instru-
mente der Analysis (etwa die Regularitit eines elliptischen Differentialo-

perators) am Rand nicht angewandt werden konnen.

In Kapitel 1 werden zum weiteren Verstdndnis notwendige Begriffe wie
Hilbertkomplexe und Sobolevraume auf Mannigfaltigkeiten eingefithrt und

einige grundlegende Sétze und Lemmata bewiesen.

Kapitel 2 stellt den Kern dieser Arbeit dar. Hier werden die relevan-
ten Operatoren — unter anderem die duflere Ableitung in groftmogli-
cher Allgemeinheit und der oben erwdahnte Einschrankungsoperator — ein-
gefithrt und wichtige Eigenschaften davon hergeleitet. Anschliefend wird
die Losbarkeit des oben erwédhnten und einiger dazu verwandter Randwert-

probleme diskutiert.

In Kapitel 3 werden Anwendungen der Ergebnisse aus Kapitel 2 vorgestellt.
Solche Anwendungen lassen sich unter anderem in der Elektrodynamik und

der Stromungsmechanik finden.

Die verwendete Notation entspricht weitgehend der iiblichen Notation der
globalen Analysis bzw. der Funktionalanalysis. Es war aber leider nicht

immer moglich, auf einen Standard zuriickzugreifen.

Es ist nicht moglich, alle zum Verstdndnis dieser Arbeit notwendigen Vo-
raussetzungen in die Arbeit selbst aufzunehmen. Ich habe mich aber be-
miiht, Begriffe und Ergebnisse, die in der globalen Analysis oder der Funk-
tionalanalysis nicht als allgemein bekannt vorausgesetzt werden koénnen
einzufiithren. Dariiber hinaus kénnen die Biicher von BoTT / TU [2] und
WARNER [15] als grundlegende Einfithrung in die Analysis auf Mannigfal-
tigkeiten und den Differentialformenkalkiil herangezogen werden. Ein we-
sentlich tiefgreifenderes Werk ist das Buch von GILKEY [8], in dem insbe-
sondere im ersten Kapitel grundlegende Resultate iiber Mannigfaltigkeiten
und Operatoren iiber Mannigfaltigkeiten dargestellt werden. Die Grundla-
gen der Funktionalanalysis sind in REED / SIMON [12] und in YOSIDA [16]
nachzulesen. Eine detaillierte Untersuchung von Hilbertkomplexen findet
man in dem Aufsatz von BRUNING / LESCH [4]. Viele Aussagen aus den
genannten Arbeiten werden auch in dieser Arbeit zitiert. In der Arbeit von
SCHWARZ [13] werden #dhnliche Randwertprobleme betrachtet wie in der

vorliegenden Arbeit, allerdings werden dort etwas andere Rahmenbedin-
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gungen zugrunde gelegt. Insbesondere wihlt SCHWARZ [13] die Rdume, in
denen Losungen zu suchen sind spezieller, als das in dieser Arbeit getan

wird.

In dieser Arbeit ist unter einem Banach— oder einem Hilbertraum grund-
sdtzlich ein komplexer Vektorraum zu verstehen. Auch bei Tangential-
und Kotangentialbiindel einer Mannigfaltigkeit sind generell die komplexi-
fizierten Biindel gemeint. Als Dimension eines komplexen Vektorraums
wird die Dimension iiber € betrachtet. Ausdriicke wie C* (M) bezeich-
nen komplexwertige Funktionen. Auftretende Mannigfaltigkeiten sind da-
gegen grundsétzlich reelle Mannigfaltigkeiten, deren Dimension sich auf
R bezieht. Die dulere Ableitung auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit

bezieht sich auf komplexwertige Differentialformen.

Danksagungen

Besonders bedanken mochte ich mich bei Prof. Dr. Jochen Briining fiir
die Betreuung dieser Arbeit. Von Priv. Doz. Dr. Matthias Lesch und Dr.
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1 Grundlagen

In diesem Kapitel sollen einige wesentliche Definitionen eingefiihrt und
grundlegende Ergebnisse vorgestellt werden, die zum Verstdndnis dieser
Arbeit notwendig sind, aber nicht als allgemein bekannt vorausgesetzt wer-

den konnen.

Im weiteren werden wir ein paar eigene Ergebnisse beweisen, die in spéteren

Kapiteln benotigt werden.

1.1 Hilbertkomplexe

Eine tiefgreifende Untersuchung von Hilbertkomplexen ist in BRUNING /
LESCH [4] zu finden. Wir werden hier nur einige wichtige Ergebnisse vors-
tellen. Manche Definitionen und Sé&tze lassen sich auch noch verallgemei-
nern, so zum Beispiel die Definition einer Sequenz (Definition 1.1.10) oder
Theorem 1.1.11. Wir betrachten aber jeweils nur den fiir diese Arbeit re-

levanten Spezialfall.

1.1.1 Definition: Seien X und Y Hilbertraume. Dann bezeichnet € (X,Y")
die Menge aller abgeschlossenen linearen Operatoren mit in X dichtliegen-
dem Definitionsbereich und mit Bild in Y.

1.1.2 Definition: Wir betrachten fiir 0 < k£ < n Hilbertrdume Hj; und

setzen

Hyyr = {0} (1.1.1)
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Fiir jedes k sei

Dy, € € (Hyg, Hyy1) (1.1.2)

ein abgeschlossener Operator. Der Definitionsbereich von Dy wird mit Dy,

bezeichnet. Wir setzen
D:=@PD, uwd D:=D;. (1.1.3)
k k

Falls
im Dy, C Dy (1.1.4)

und
Diy10Dp=0 (1.1.5)
fiir alle k£ gilt, dann heifit der Komplex
anl

0—Do 25Dy 24 25D, ——0 (1.1.6)

ein Hilbertkomplex. Er wird mit (D, D) bezeichnet.

1.1.3 Definition: Sei (D, D) ein Hilbertkomplex. Wir definieren

D :=PD; wd D :=HD;. (1.1.7)
k k
Durch
D4 D} _s Dy
0—D, —D,,_1 — ...—Dyg—0 (1.1.8)

wird sicherlich wieder ein Hilbertkomplex definiert. Er heiit der zu (D, D)
duale Komplex und wird mit (D*, D*) bezeichnet.

1.1.4 Definition: Sei (D, D) ein Hilbertkomplex. (D, D) heifit Fred-
holmkomplex, falls die Homologie des Komplexes endlich ist, das heifit,

falls die Raume

g{k = keer/ika_l (119)

alle endlichdimensional sind.
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1.1.5 Definition: Sei (D, D) ein Hilbertkomplex. Der Laplaceoperator
der Stufe k beziiglich (D, D) wird durch

Ay := D; Dy, + Dy_1D;_, (1.1.10)
definiert. Wir setzen
A=A (1.1.11)
k
Aus
A = (D + D*)* (1.1.12)

folgt, dafl der Laplaceoperator nichtnegativ ist, weil
D + D~ (1.1.13)

sicherlich selbstadjungiert ist.

1.1.6 Lemma: Sei (D, D) ein Hilbertkomplex mit zugehorigem Lapla-

ceoperator A. Dann gilt

ker (D 4+ D*) = ker A (1.1.14)
und
ker Dy, Nker D;,_; = ker A. (1.1.15)
Beweis: Die Inklusion
ker (D + D*) C ker A (1.1.16)
ist offensichtlich, da
A = (D + D*)? (1.1.17)

gilt. Sei nun w € ker A gegeben. Da D + D* selbstadjungiert ist, gilt
0=(Aw |w)=((D+D")w | (D+D"w) = H(D+D*)wH2. (1.1.18)

Daraus folgt w € ker (D + D*).
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Es gilt sicherlich

ker Dy, Nker D;,_; C ker Ay. (1.1.19)
Fiir
w € ker A, = ker (Dy, + Df_,) (1.1.20)
gilt
Diw € Hk+1 und D};_lw € Hi_. (1121)
Falls also
(Dk+ Dj_1)w=0 (1.1.22)
gilt, muf} auch
Dyw=D; jw=0 (1.1.23)

gelten. Daraus folgt die zweite Behauptung.
|

1.1.7 Definition: Wir definieren die Menge der harmonischen Formen
der Stufe k beziiglich eines Hilbertkomplexes (D, D) durch

Hy := ker Dy, Nker D}, = ker A, (1.1.24)

und setzen

H = P Ho. (1.1.25)
k

1.1.8 Satz: (nach BRUNING / LESCH [4], Lemma 2.1 und Theorem 2.4)
Sei (D, D) ein Hilbertkomplex. Dann gibt es fiir jedes k eine eindeutige

orthogonale Zerlegung

Hy = Hp ®im Dy, @im Dy, (1.1.26)

die sogenannte Hodgezerlegung.

Falls (D, D) ein Fredholmkomplex ist, vereinfacht sich die Hodgezerlegung
Al
Hy, = Hy, @ im Dj,_; & im D (1.1.27)

und es gilt
K, ~ . (1.1.28)
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Beweis: Fiir Hilbertrdume X und Y und T € € (X,Y) gilt
(ker 7)™ =im T~ (1.1.29)
Da alle Operatoren Dy abgeschlossen sind, ist auch
ker Dy, C Hy, (1.1.30)
abgeschlossen. Auflerdem ist Dj_; abgeschlossen, woraus folgt, dafl
ker Dy | C Hy (1.1.31)

abgeschlossen ist. Demnach gilt
Hy, = (ker Dk)J‘ @ ker Dy, =
— (ker D))" ®m Dp_1 @ (ker Dy, N (im D,H)L> — (1.1.32)

=imD; @imDy_1 @ (ker D;. N ker DZ—l) )
Da
Hy = ker Dy, Nker D} _, (1.1.33)

gilt, folgt die erste Behauptung.
Falls nun (D, D) ein Fredholmkomplex ist, gilt fiir alle k¥ nach Definition
dim Hy, < oo, (1.1.34)
also ist I abgeschlossen. Folglich ist
im Dy, C ker Dy1q (1.1.35)

abgeschlossen, wie in YOSIDA [16], S. 60 gezeigt wird, weil

im Dk ~ ker Dk+1/j‘ck+1 (1136)
gilt. Demnach muf} auch
im Dy, C Hy4q (1.1.37)
abgeschlossen sein, da
keer_H C Hk_|_1 (1138)

abgeschlossen ist. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Bild (vgl. Yo-
SIDA [16], S. 205) ist dann

im Dj, C Hy, (1.1.39)
abgeschlossen. Damit folgt

Hy, = Hp ® im Dj,_; ® im D}, (1.1.40)
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Die letzte Behauptung folgt sofort aus der Bemerkung, daf3
ker Dy, = Hp @ im Dy, (1.1.41)
gilt. Damit erhédlt man ndmlich

dim Hj, = dim H;, < occ. (1.1.42)

1.1.9 Definition: Seien

A= (Da,Dy) (1.1.43)
und

B = (Dg,Dp) (1.1.44)

zwei Hilbertkomplexe und
=P f (1.1.45)

k

ein linearer Operator mit

fr € Hom (®A,kaDB,k)' (1.1.46)

Man nennt f eine Komplexabbildung, falls

foDa=Dpof (1.1.47)
gilt.
1.1.10 Definition: Fiir k € Z seien K} Hilbertkomplexe und

Jet K — Ky (1.1.48)

Komplexabbildungen. Falls fiir jedes k € Z nun

Jerr0fe =0 (1.1.49)

gilt, dann heifit

K P K T K T K (1.1.50)
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eine Sequenz oder auch eine lange Sequenz. Falls dariiber hinaus fiir
jedes k € 7Z
im fr = ker fr41 (1.1.51)

gilt, spricht man von einer exakten Sequenz.
0—A-L B c—0 (1.1.52)
mit Hilbertkomplexen A, B und C' und Komplexabbildungen
g:A—B ud h:B—-C (1.1.53)

heifit kurze Sequenz, falls
hog=0 (1.1.54)

gilt. Wenn
img = kerh (1.1.55)

gilt, g injektiv und A surjektiv ist, nennt man die Sequenz exakt.

Bemerkung: Die Definitionen 1.1.9 und 1.1.10 kénnen wortlich auf Kom-
plexe iibertragen werden, die keine Hilbertkomplexe sind. Allerdings wer-
den wir die Begriffe Komplexabbildung und Sequenz nur im Zusammen-

hang mit Hilbertkomplexen benutzen.

Das folgende Theorem ist ein wohlbekanntes Resultat aus der homologi-
schen Algebra. Es wird etwa in MACLANE [10] in etwas grofierer Allge-

meinheit in Theorem 2.4.1 bewiesen.

1.1.11 Theorem: Seien

A= (Dya,Dy), (1.1.56)

B = (Dp,Dp) (1.1.57)
und

C = (D¢, De) (1.1.58)

Hilbertkomplexe und

f:A—=B ud g¢g:B—C (1.1.59)
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Komplexabbildungen. Falls
0—ALB 20— (1.1.60)

eine kurze exakte Sequenz darstellt, dann wird dadurch eine lange exakte

Sequenz

K k—1 ek G,k Kok
oo —Heop-1 — Har—Hpr—Her—Hart1— ... (1.1.61)

induziert. Dabei werden f,, g. und k, durch

felwly =1f W)]g, (1.1.62)
9« [wlp =g (W)l (1.1.63)

und
b Wo == [f 1o Dpog "t ()], (1.1.64)

definiert. [w] ,, [w]5 und [w], bezeichnen jeweils die Aquivalenzklasse von
w in Ha, Hp bzw. He. fo, g+ und K, sind wohldefiniert. Das bedeutet

insbesondere fiir x,, dafl fiir w € ker D¢ alle Elemente der Menge
{f'oDpog " (¥)] ¥ EkerDe, V], = [w]o} CkerDa (1.1.65)
in einer einzigen Aquivalenzklasse von H 4 liegen.

1.1.12 Korollar: Falls A, B und C' Fredholmkomplexe sind, dann wird

unter den Voraussetzungen von Theorem 1.1.11 eine lange exakte Sequenz

~ ~

-~ R lm1 2 fek & Gk 2 Kok 75
e —>:HC,k—1 — :HA7IC—>U‘CB,]€—>:HC7]€—>U‘CA,]€+1—> ‘e (1166)

induziert.

Beweis: Dies ist eine direkte Folgerung aus Theorem 1.1.11 unter Beach-

tung von Formel (1.1.28).
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1.2 Aussagen iiber Involutionen

In diesem Abschnitt sollen einige Aussagen iiber elementare Eigenschaften
von involutiven Abbildungen hergeleitet werden, die spéter insbesondere
auf die in Abschnitt 2.1 definierte Funktion o bzw. deren Pullback ange-

wandt werden sollen.

1.2.1 Lemma: Sei H ein Hilbertraum und
T:H—H (1.2.1)
ein involutiver linearer Operator. Dann gilt
H=H"®H", (1.2.2)

wobei H und H™ die zu +1 bzw. —1 gehorigen Eigenrdiume von 7T sind.

Beweis: Sei z € H gegeben. Mit

1
rt = 3 (x+Tx) (1.2.3)
und
1
xT = 3 (x — Tx) (1.2.4)
gilt
r=x"+a" (1.2.5)

und 27 € H', 2~ € H™, da T involutiv ist.
|

1.2.2 Lemma: Falls unter den Voraussetzungen von Lemma 1.2.1 T

zusétzlich eine Isometrie ist, gilt

HT1H". (1.2.6)
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Beweis: Fiirz € H" und y € H™ gilt

(z |y)=(Tz [Ty)=—(z |y). (1.2.7)

Daraus folgt
(x |y)=0. (1.2.8)
|

1.2.3 Lemma: Sei H ein Hilbertraum und
T:H—H (1.2.9)
ein involutiver linearer Operator mit
T < 1. (1.2.10)

Dann ist T" eine selbstadjungierte Isometrie.

Beweis: Aus Lemma 1.2.1 folgt, dal H in die Eigenriume H' und H ™
zu +1 und —1 von T zerfallt. Da

1T <1 (1.2.11)
ist, folgt fiir x € H
lzll = | T22|| < ITI1T2] < IT2l < T 2] < [l (1.2.12)

Folglich muf} iiberall Gleichheit gelten, und T ist somit eine Isometrie.

Wegen
% =1 (1.2.13)
erhalten wir fiir x, y € H
(x| Ty)=(Tz |y) = (T% | Ty) = (x| Ty), (1.2.14)
also
T =T*. (1.2.15)

Demnach ist T" selbstadjungiert.
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1.2.4 Definition: Seien M; und M, kompakte orientierte Riemannsche

Mannigfaltigkeiten (eventuell mit Rand). Eine Abbildung
feC™ (M, M) (1.2.16)
induziert einen Pullback
fr:C® (AT My) — C= (AT*My). (1.2.17)
f* ist ein linearer Operator. Falls f* beziiglich
L (AT*M,)  und L% (AT*M) (1.2.18)
stetig ist, kann f* durch Stetigkeit zu
f* L2 (AT*My) — L2 (AT* M) (1.2.19)

fortgesetzt werden. Diese Fortsetzung wird auch Pullback genannt. Falls
explizit die Abbildung

fr:C®(AT*My) — C> (ANT* M) (1.2.20)
gemeint ist, werden wir vom glatten Pullback sprechen.

Bemerkung: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannig-
faltigkeit (mit oder ohne Rand). Auf L? (A*T*M) wird als kanonisches
Skalarprodukt

(w[n)z= [ wA*n (1.2.21)
-

betrachtet. Fiir w € L2 (/\kT*M) und n € L? (/\lT*M) mit k # | wird
(w]n)=2=0 (1.2.22)

gesetzt. Damit ist ein Skalarprodukt auf L? (AT*M) erklrt.

1.2.5 Lemma: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannig-
faltigkeit (mit oder ohne Rand) der Dimension m. Dann ist der Hodgeope-

rator
*: L2 (AT*M) — L? (ANT*M) (1.2.23)

eine Isometrie.
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Beweis: Fiir w, n € Q’g (]\(;[) gilt
(*w | *1)12 :/*w/\**ﬁ:

g (1.2.24)

Fiir w € QF <]\O4> und 7 € O} (]\04> mit k # [ gilt

= (w | n)p2 = (w | *n)p2 . (1.2.25)

Qo (M) C L2 (AT*M) (1.2.26)

dicht liegt, ist die Aussage bewiesen.

1.2.6 Satz: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfal-

tigkeit (mit oder ohne Rand) der Dimension m und
feC®(M,M) (1.2.27)

eine orientierungserhaltende Involution, deren glatter Pullback stetig ist.
Falls f* selbstadjungiert ist, kommutiert der Pullback

f* L (AT*M) — L* (AT*M) (1.2.28)

mit dem Hodgeoperator auf M.

Beweis: Da f eine Involution ist, gilt dies auch fiir f*. Seien w €
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(O (/\kT*M) und n € C* (/\m’kT*M) gegeben. Es gilt dann

(kf*w | e = (D" (frw | xn)p. =

_ / WA FrT = (1.2.29)

fF(M)=M

= (—1)Fm=h) /w/\**f*ﬁ:

M
= ()" (W | xf ) e =
= (hw | [ ) e = (F*%w | 7)pe -

Da
C™ (AT*M) C L? (AT*M) (1.2.30)
dicht liegt, gilt
*f*=f"x. (1.2.31)
|

1.2.7 Satz: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfal-

tigkeit (mit oder ohne Rand) der Dimension m und
f e ™ (M, M) (1.2.32)

eine orientierungsumkehrende Involution, deren glatter Pullback stetig ist.

Falls f* selbstadjungiert ist, antikommutiert der Pullback
f* L2 (AT*M) — L2 (AT*M) (1.2.33)
mit dem Hodgeoperator auf M.

Beweis: Seien w € C* (/\kT*M) und n € C* (/\m_kT*M) gegeben.

Dann gilt analog zum Beweis von Satz 1.2.6

(xffw ) = [ fFwAf7) =
/

(1.2.34)
- _ / WA == (f"%w|n).

f(M)=M
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Da
C™ (AT*M) C L? (AT*M) (1.2.35)
dicht liegt, gilt
*ff = —f"x. (1.2.36)
|

1.2.8 Korollar: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannig-
faltigkeit (mit oder ohne Rand). Falls

feC™® (M, M) (1.2.37)

eine Involution und f* isometrisch ist, dann ist f* selbstadjungiert.

Beweis: Falls f involutiv ist, ist f* sicherlich eine involutive Isometrie.

Dann folgt die Aussage mit Lemma 1.2.3.

1.3 Sobolevriaume

In diesem Abschnitt sollen Sobolevraume iiber geschlossenen orientierten
Riemannschen Mannigfaltigkeiten eingefiihrt werden. Wir wollen hier keine
vollstéandige Theorie der Sobolevraume herleiten. Vielmehr soll — aus-
gehend von Sobolevraumen iiber R™ — ein kurzer Uberblick iiber So-
bolevrdume iiber Mannigfaltigkeiten gegeben werden. Wir beschranken
uns auf die Ergebnisse, die zum weiteren Verstdndnis dieser Arbeit notig
sind. Dabei orientieren wir uns stark an GILKEY [8], Kapitel 1. Eine
grundlegende Einfithrung in die Theorie der Sobolevrdume findet man
in ApAaMs [1]. Die Theorie der Pseudodifferentialoperatoren wird sehr
ausfiihrlich in TAYLOR [14] dargestellt.

Auf Beweise werden wir in diesem Abschnitt weitgehend verzichten. Wir

werden aber jeweils eine Quelle angeben.
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In diesem Abschnitt sei grundsétzlich M eine geschlossene orientierte Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit der Dimension m. E, F und G seien Hermi-

tesche Vektorraumbiindel iiber M. 7 bezeichnet die kanonische Projektion

w:T"M — M. (1.3.1)

1.3.1 Definition:

A = (Us, ¢i) (1.3.2)

icl

sei ein C*—Atlas von M und
9= (9i)ier € C* (M) (1.3.3)
eine zu A subordinierte Zerlegung der Eins. Wir diirfen annehmen, dafl
¢i (U;)) CR™ (1.3.4)

fiir jedes ¢ € I prakompakt ist. Aufgrund der Kompaktheit von M kann A
als endlich vorausgesetzt werden. Fiir f € C°° (M) und s € R definieren

wir die Sobolevnorm der Stufe s durch

[ F o =2 || (07)" (91 )

icl

. 1.3.5
e () (1.3.5)

In GILKEY [8], S. 28 wird gezeigt, dafl die so definierte Norm bis auf
Aquivalenz unabhingig von der Wahl von A und g ist.

Der Sobolevraum H?® (M) wird nun als Vervollstdandigung von C* (M)
beziiglich || . ||, definiert. H* (M) trégt eine Hilbertraumstruktur, die von

g induziert wird. Wir definieren

H> (M) := () B® (M) (1.3.6)
seR
und
H™> (M) := | H* (M). (1.3.7)
seR

Bemerkung: Wie man sofort sieht, gilt wie in IR"

HO (M) ~ 12 (M). (1.3.8)
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1.3.2 Definition: Sei

P:C® (M) — C™® (M) (1.3.9)

ein linearer Operator. Falls fiir jede offene und trivialisierbare Teilmenge
U C M und fiir alle ¢, ¢ € C5° (U)

¢ P-4 € UDiff, (U) (1.3.10)

ein Pseudodifferentialoperator der Ordnung s € IR auf U ist, dann nennt
man P einen Pseudodifferentialoperator der Ordnung s auf M. Die
Menge aller Pseudodifferentialoperatoren der Stufe s auf M bezeichnen
wir mit WDiff (M). Wir setzen

UDiff (M) := | ] UDiff, (M) (1.3.11)
seR
und
UDiff_o, (M) := (] UDiff, (M). (1.3.12)
seR

Falls fiir alle offenen und trivialisierbaren U C M, x € U und ¢, ¥ €
Co° (U) mit

e (z) #0 (1.3.13)

der Operator ¢ - P -1 bei x elliptisch ist, heifit P elliptisch.

1.3.3 Lemma: (nach GILKEY [8], Lemma 1.3.3) Seien P € ¥Diff; (M)
und @ € UDiff; (M) gegeben. Dann existiert P*, und es gilt

P* € UDiffs (M) . (1.3.14)
Die Adjunktion von P bezieht sich hier auf L? (M). AuBlerdem gilt

PQ € UDiff,,, (M). (1.3.15)
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1.3.4 Lemma: (nach GILKEY [8], Lemma 1.3.4) Fiir s, ¢t € R mit s > ¢

ist die natiirliche Einbettung

H® (M) — H' (M) (1.3.16)
kompakt. Fiir k € Z4 mit
s>kt % (1.3.17)
gilt
H* (M) c C*(M). (1.3.18)

Insbesondere folgt daraus
H*® (M) =C>*(M). (1.3.19)
Fiir ein P € UDiff; (M) ist
P:H* (M) — H~ (M) (1.3.20)

fiir jedes s € R stetig.

Bemerkung: H?®(FE) kann analog zu H® (M) definiert werden, indem
w € C*°(FE) mittels Zerlegung der Eins lokalisiert wird. Zusétzlich muf}

dann noch F lokal trivialisiert werden.

Auch die Definition eines Pseudodifferentialoperators P € WDIiff (E, F)
und die Definition der Elliptizitat kann adaptiert werden, indem lokal nicht
mit einem Pseudodifferentialoperator, sondern mit einer Matrix von Pseu-

dodifferentialoperatoren argumentiert wird.

Die Aussagen aus Lemma 1.3.3 und Lemma 1.3.4 gelten analog auch in
dieser Situation. Es gilt also fiir P € UDiffs (F,G), Q € ¥Diff; (E, F)

P* € UDiff, (G, F) (1.3.21)

und
PQ € UDiff,, (E,G). (1.3.22)

Fir
s>k + % (1.3.23)

gilt
H* (E) c CF(E). (1.3.24)

Fir P € UDiff; (E, F) und s € R ist
P:H*(E) — H ' (F) (1.3.25)

stetig.
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1.3.5 Lemma: (z,), . C C™ (&) sei eine Folge mit

T s q € HP (E) (1.3.26)

n—oo

und
Ty s b e H(E) (1.3.27)

n—oo

fir p, ¢ € R. Dann gilt a = b.

Beweis: Wir diirfen ohne Einschrinkung annehmen, dafl p < ¢ gilt. Dann
folgt mit Lemma 1.3.4 aus
2y 2o b, (1.3.28)

n—oo

dafl auch

rn s b (1.3.29)

gelten mufl. Daraus folgt die Behauptung.
|

1.3.6 Lemma: (nach GILKEY [8], Lemma 1.3.5) Fiir einen elliptischen
Pseudodifferentialoperator P € ¥Diff, (E, F') der Ordnung s € R gibt es
eine sogenannte Parametrix Q € YDiff _, (F, E), so da8

PQ —1 € UDiff_, (F) und QP —1e€YDiff_ (F) (1.3.30)
gilt.

1.3.7 Korollar: Sei P wie in Lemma 1.3.6 gegeben. Falls fiir w € H* (E)
mit £ € R
Pw € H' (E) (1.3.31)

mit [ € R gilt, dann folgt daraus w € H'™* (E). Diese Eigenschaft nennt

man elliptische Regularitiit.

Beweis: Sei () eine Parametrix zu P, wie in Lemma 1.3.6 angegeben. Aus
w € HF (E) folgt wegen

QP — 1 € UDiff_., (E), (1.3.32)

daf3
(QP —1)w € H*™ (E) (1.3.33)
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gilt. Aus Q € UDiff_, (F, E) und Pw € H' (F) folgt

QPw € H'™ (E) (1.3.34)

und damit
w=QPw—(QP -1)wc H" (E). (1.3.35)
|

1.3.8 Lemma: (nach GILKEY [8], Lemma 1.4.5) Fiir einen elliptischen
Pseudodifferentialoperator P € UDiff, (E, F) gilt

dimker P < oo (1.3.36)
und
ker P C C* (E). (1.3.37)
Fiir jedes t € R ist
P:H' (E) — H'"™*(F) (1.3.38)

ein Fredholmoperator. Insbesondere ist
P (Ht (E)) (1.3.39)

in H*~* (F) abgeschlossen.

1.3.9 Definition: Seien F; und E5 Hermitesche Vektorraumbiindel {iber

einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (eventuell mit Rand) X und
T € Diff (Ey, B») (1.3.40)

ein Differentialoperator. Dann gibt es zu 7' gemafl BRUNING [3], Satz 4.1.5

einen auf
{g € C*® (E,) |suppg C X} (1.3.41)
eindeutig festgelegten formaladjungierten oder transponierten Ope-

rator
T' € Diff (Ey, Ey), (1.3.42)

fiir den fir f € C*° (E7) mit supp f C )O( und g € C* (F3) mit supp g C )O(
(Tf 1 9rimy = (F 1 T9) 1o, (1.3.43)
gilt. Daher ist T beziiglich der L?~Norm abschlieBbar. Wir definieren die

minimale abgeschlossene Fortsetzung T,,;, von T als den Abschluf}

von T und die maximale abgeschlossene Fortsetzung durch

Tnazw = (T - (1.3.44)
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1.3.10 Satz: Unter den Voraussetzungen von Definition 1.3.9 gilt fiir
jede abgeschlossene Erweiterung P von T, deren Adjungiertes auf allen
Schnitten f € C*> (E7) mit supp f C X definiert ist

Triin C P C Than- (1.3.45)

Beweis: Da T,,;, als Abschlufl von T" definiert ist, gilt fiir P sicherlich

Tynin C P. (1.3.46)

Weiterhin ist P* eine abgeschlossene Fortsetzung von T%. Aus

T . =T . (1.3.47)
folgt
T uw C P* (1.3.48)
und daher gilt
PC Thas- (1.3.49)
|

Bemerkung: Die Bezeichnungen der minimalen und der maximalen ab-

geschlossenen Fortsetzung werden durch Satz 1.3.10 gerechtfertigt.

Bemerkung: Jeder Differentialoperator ist auch ein Pseudodifferentialo-
perator. Fiir einen Differentialoperator P € Diffy, (E, F') mit k € Z kann
festgestellt werden, ob P elliptisch ist, indem man das Hauptsymbol von
P berechnet.

Seien £ € T"M, p = w(§), e € E,, g € C* (M) mit g(p) = 0 und
dg (p) =& und f € C>* (E) mit f (p) = e gegeben. Dabei steht dg fiir die
duflere Ableitung von g. Das Hauptsymbol op von P wird durch

k
op(E)e = P (%M) ») (1.3.50)

definiert. Diese Definition ist unabhéngig von der konkreten Wahl von g
und f (vgl. BRUNING [3], Definition 4.1.8 und die darauf folgende Bemer-
kung).
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P ist genau dann elliptisch, wenn
op (§) € Hom (E,, F}) (1.3.51)

fiir jedes & # 0 ein Endomorphismus ist.

Es gilt (vgl. BRUNING [3], Satz 4.1.11) fiir P € Diff (F,G), @ € Diff (E, F)
und £ € T"M
opq (§) =op(§)ooq(§) (1.3.52)
und
opt (§) = (op (£))". (1.3.53)
Seien nun P € Diffy, (F, F) und @ € Diff; (F, F) mit k, [ € Z;. Dann gilt
fir £ € T"M

op (§) fir £ > 1

oprg &)= op(§)+og(§ firk=1. (1.3.54)
aq (§) fir £ <1
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2 Differentialformen und —operatoren

Wir wollen in diesem Kapitel verschiedene Fortsetzungen der d&ufleren Ab-
leitung betrachten und einige Eigenschaften davon herleiten. Weiterhin
untersuchen wir die Einschriankung von Differentialformen iiber Mannig-
faltigkeiten mit Rand auf diesen Rand und machen Aussagen iiber die
Vertauschbarkeit von duflerer Ableitung und Einschrankung in verschiede-
nen Rdumen von Schnitten des dufleren Kotangentialbiindels einer Man-
nigfaltigkeit. Wir werden eine spezielle Klasse von Randwertproblemen
einfithren und die Frage der Losbarkeit dieser Probleme untersuchen. Ins-
besondere sollen Differentialformen auf kompakten Mannigfaltigkeiten mit
Rand gesucht werden, deren duflere Ableitung und deren Einschrinkung
auf den Rand der Mannigfaltigkeit bestimmte Vorgaben erfiillen. Dabei
werden wir besonderen Wert darauf legen, die Probleme so allgemein wie
moglich zu formulieren. Das heifit, dal Losungen in moglichst grofien Funk-

tionenrdumen gesucht werden.

2.1 Spezielle Differentialoperatoren

2.1.1 Definition: Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (mit oder
ohne Rand). Um die Notation zu vereinfachen, bezeichnen wir den Raum
der glatten Differentialformen C* (AT*M) mit 2 (M) und die Rédume
C*> (A*T* M) mit QF (M).

2.1.2 Definition: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Man-

nigfaltigkeit (eventuell mit Rand).

darye 06 (31) — Qf* (1) (2.1.1)
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bezeichnet die duBere oder auch Cartansche Ableitung der Stufe k auf
M. Setze

dar = EP dars (2.1.2)
k

dps ist ein Differentialoperator erster Ordnung.

2.1.3 Definition: Unter den Voraussetzungen von Definition 2.1.2 wird
d'}v‘,’k mit oz, bezeichnet. dps ist wiederum ein Differentialoperator der

Ordnung 1.

2.1.4 Definition: Unter den Voraussetzungen von Definition 2.1.2 wird
der Abschluf3 oder die minimale abgeschlossene Fortsetzung von
d.]\/[’]C in

L? (T* A" M) — L2 (T* AR M) (2.1.3)

mit das i min bezeichnet. Wir setzen

dM,min = @dM,k,min- (214)
k

Die maximale abgeschlossene Fortsetzung von ds . in

L2 (T* A" M) — L2 (T* AR M) (2.1.5)
wird mit
dM,k,ma:c - (dﬁka):nm (216)
oder kurz mit Dy, bezeichnet. Auch hier setzen wir wieder
Dy = dM,ma:c = @dM,k,mam = @DMJ{; (217)
k k

Der Definitionsbereich von Djs; wird mit Dy, der von Dy, mit Dy,

bezeichnet.

Die Definitionsbereiche der zu Dy, und Dy, adjungierten Operatoren

D}y und D}, werden mit D}, und D}, bezeichnet.
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2.1.5 Lemma: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannig-

faltigkeit (mit oder ohne Rand) der Dimension m. Dann gilt

Onk = dl}\d,k = (—1)mk+l * At m—k—1%, (2.1.8)
Mk = (=)™ A m—k—1,min* (2.1.9)

und
M kmin = (1) & Dy m—k—1 % (2.1.10)

Beweis: Fiir w € QF <]\04 ) und n € Q! ( M > gilt mit dem klassischen

Satz von Stokes

(dM7koJ |’)7)L2 :/dew/\*ﬁ:

M
/(de 1 (w A7) — (—1)kw/\dM,m_k_1 *ﬁ) =
M
(—

1)k+1/W/\de k—1 %7 =

= (—1)karl /w ANx*dprm—p—1 %N =
M

= <_1)Mk+1 (w | *dM,m—k—l * n)Lz
(2.1.11)
Damit ist die erste Aussage gezeigt.

Die zweite Aussage folgt aus der Definition von Dy ;. Da der Hodgeope-

rator punktweise definiert ist, gilt

}k\/[’k = 5M,k,min = (_1)mk—|—1 *dM,m—k—l,min * . (2112)

Nun gilt
* * k+1 *
M. k,min — (67;\47k)m2n = 5M,k,mam = (_1)m *DM,mfkfl’ (2113)

Damit ist auch die dritte Aussage gezeigt.
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2.1.6 Definition: Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (eventuell
mit Rand). Auf M seien zwei verschiedene Metriken g; und go gegeben.
Die beiden Metriken heiflen zueinander quasiisometrisch, falls es positive
Konstanten a und b gibt, so daf} fiir alle w € AT*M

a-g1(w,w) <gs(ww)<b-g (w,w) (2.1.14)
gilt.

2.1.7 Satz: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfaltig-
keit (eventuell mit Rand). Auf M seien zwei zueinander quasiisometrischen

Metriken g; und go gegeben. Betrachte den Isomorphismus
®:L*(AT*M, g1) — L2 (AT*M, g2), wr w. (2.1.15)
Dann gilt fiir die &uBeren Ableitungen d}, und d3, beziiglich g; bzw. gs

i min = ®od} o® und  djyuee = P od} o®. (2.1.16)

M min M mazx

Beweis: Wegen

Q(M,g2) =2 (Q(M,g1)) (2.1.17)
gilt
di; =@ tod? 0 ®, (2.1.18)
woraus
dismin = P 0 dR pin 0 @ (2.1.19)
folgt. Nun gilt
® € Diff (L* (AT*M, g1) ,L* (AT*M, g2)) , (2.1.20)
woraus
®* € Diff (L? (AT*M, g2) ,L? (ANT*M, 1)) (2.1.21)

folgt. Daher bildet ®* glatte Formen auf glatte Formen ab. Entsprechendes
gilt auch fiir (@‘1)*. Es gilt also

(dhy) = @ o (dZ,) o (@71)". (2.1.22)
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Daraus folgt
(dh) = ® o (%)’ o (1), (2.1.23)

min

woraus wir

Bt mar = (@) ) =

:<I)_lo<(d?w)t )*O<I):q)_1od2 od

min M, mazx

(2.1.24)

erhalten.

Bemerkung: Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1.7 konnen wir
L? (AT*M,g1) und L? (AT*M,g;) vermoge ® identifizieren. Mit dieser
Identifikation — die wir im Folgenden implizit zugrundelegen werden —

gilt dann also

1 2 1 2

dM,min = dM,min und dM,max = dM,max' (2125)
2.1.8 Lemma: Auf einer kompakten orientierten Riemannschen Man-
nigfaltigkeit M sind zwei Metriken ¢g; und go zueinander immer quasiiso-

metrisch.

Beweis: Die Aussage sieht man, wenn man das Kosphérenbiindel S*M
von M betrachtet. Da M kompakt ist, ist S* M eine kompakte Riemannsche
Mannigfaltigkeit. Die Funktion

g2 (wa w)
g1 (wa w)
ist sicherlich stetig. Aufgrund der Kompaktheit von S*M besitzt sie ein

f:SM —- Ry, w— (2.1.26)

absolutes Minimum bei w,,;, und ein absolutes Maximum bei wy,q,. Damit

sind Konstanten

a:= f(Wmin) und  b:= f (wmaz) (2.1.27)

gefunden, wie sie in Definition 2.1.6 gefordert werden. Da

T"M 3w /g1 (w,w) €ER (2.1.28)

eine Norm ist, gilt sicherlich fiir alle w € S*M

91 (w,w) #0. (2.1.29)
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Bemerkung: Um Aussagen iiber Dys oder D (dasmin) liber einer kom-
pakten Mannigfaltigkeit M zu machen, ist es wegen Satz 2.1.7 und Lemma
2.1.8 ausreichend, eine konkrete Metrik auf M zu wéhlen. Die daraus ge-

wonnenen Resultate gelten dann auch fiir jede andere C*°—Metrik.

Weil der Hodgeoperator metrikabhingig ist, hingt d%, von der gewihlten
Metrik ab. Auch die Operatoren D}, und d}; ,,, hiingen also von der auf
M gewéhlten Metrik ab. Hier kann man sich deshalb nicht ohne weiteres
auf eine konkrete Metrik beschrinken. Allerdings kann man Aussagen iiber
D}, oder djy ,,,:,, Oft auf Aussagen iiber Dys oder d s min zuriickfiihren, die

man dann wieder in einer geeigneten Metrik zeigt.

2.1.9 Satz: Sei M eine geschlossene orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit der Dimension m und seien ' und F Hermitesche Vektor-
raumbiindel iiber M. Fiir einen Differentialoperator P € Diff; (E, F") gilt

Pmin = Pma:r:~ (2130)

Beweis: Die Relation

Pmin C Pmaz (2131)
ist offensichtlich.

Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, wihlen wir zu M einen endlichen
C°—Atlas

A= (Ui,gﬁi) (2.1.32)

icl

mit prakompakten Karten und eine subordinierte Zerlegung der Eins
9= (9i)je; CC™(M). (2.1.33)

Wir diirfen — gegebenenfalls nach Verkleinerung der einzelnen Karten —
annehmen, dafl es in jeder Karte lokale Rahmen fiir £ und F' gibt. Wenn
wir fiir jedes w € D (Ppaz) und jedes i € I eine Folge (win),cpe € C (E)
mit suppw; , C U; finden kénnen, fiir die

Wim ~—gi-w  und  Pwip — Pras (g - ) (2.1.34)
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gilt, dann folgt

W—sz,n = Z(gi'w_wi,n) <
i€l L2 i€l L2 (2.1.35)
<Y gi - w = winllp v
€1
und
Pmaww - Z Pwi,n - Z Pmaw (gz W — wi,n) S
i€l L2 el L2 (2.1.36)
S Z ||Pmaw (gz W — wi,n)”L2 njo:jo
el

Damit wiirde w € D (Pyin) gelten.

Wir miissen jetzt fiir lokale w € D (Py,4,) eine Folge (wn), ey € C (£)
finden, die beziiglich ||. ||, gegen w konvergiert. Da es sich um ein lokales

Problem handelt, diirfen wir in R™ rechnen.

Wir betrachten ein radialsymmetrisches f € Cg° (R™) fiir das f > 0 und

/ f=1 (2.1.37)
Rm

gilt. Dann definieren wir fiir n € IN
jn € CF (R™) (2.1.38)

durch
Jn () :=nf (nx). (2.1.39)

Fiir u € L} (R™) wird der Friedrichs—Gléttungsoperator .J,, durch

Jou = / (€~ ) u()de (2.1.40)
]Rm
definiert. Dann gilt
Jpu=Cg® (R™). (2.1.41)

Zunichst betrachten wir v € C3° (R™). Wir wéhlen r > 0 so, dafi suppv C
B, gilt. Dabei bezeichnet B,. den offenen Ball um 0 mit Radius . Sei t > 0
so gewahlt, dafl supp f C By gilt. Dann folgt fiir alle n € IN

supp Jpv C B+ C Byqy. (2.1.42)
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Da supp v kompakt ist, ist v Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L. Nun

gilt
2
o =vlta= [ | [an(€-a)v©dc—vix)| do=
Bry. IRm
2
— [ | [ -2 @© - v ds <
B¢ IR™ (2.1.43)
2
42 L2
< [ [ane-od) o=
Bry: IR™
2712
4tn2L vol <B’I“+t) njo)oo
Fir
T:C7(R™) = C, v— (u]|v). (2.1.44)
und
T, :C¥ (R™) = C, v (Jpu |v)2 (2.1.45)

folgt daher fiir jedes v € C° (R™)

Ty (v) =(Jpu | v)2 =

://jn —2)u(€) AT (z) da =

R™ R™

:/ /Mf—w)u(ov(x)dxdg:

R™ R™
=(u | Jnv)L2 n::o(u |U>L2 =T (v).

(2.1.46)

Das bedeutet, dal T,, fiir n — oo beziiglich der schwachen Operatorto-
pologie gegen T konvergiert. Geméfl YOSIDA [16], Theorem 6 auf S. 123
konvergiert T,, dann auch beziiglich der starken Operatortopologie gegen
T. Das heifit, dafl

sup |T(v)—T, ()| —0 (2.1.47)
veCZe (R™) n—00
ol 2 <1

gilt. Mit

Uy 1= {0 fir u = Jou, (2.1.48)

l|lu — JnuHI}l (u— Jpu) sonst
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gilt insbesondere

(T = T) (vn) | = llu = Jnull, —0, (2.1.49)
woraus
Tl ~ (2.1.50)

folgt (vgl. FRIEDRICHS [6], Abschnitt 2). Wir betrachten
hy : R™ — R™, £ — £ — . (2.1.51)

Es gilt fiir P € Diff; (R™) und u € D (P4, ) mit supp u kompakt

Jana:ru (I) = / jn (5 - ZL‘) : Pmao:u (5) df =

R™

:/jnohx(£)~meu(§)d§=

J
=—/P<jnohx><g>-u<s>ds=

]Rm (2.1.52)
:/p@n(s— ) u(€)) (z)de =
J
:p/jn@— - u(€)de (z) =

J

wie man aufgrund der lokalen Darstellung eines Differentialoperators mit-

tels partieller Integration sieht. Daher gilt

L2 L2
Jou—u und PJ,u— Pa.u. (2.1.53)
|

2.1.10 Korollar: Sei M eine geschlossene orientierte Riemannsche Man-

nigfaltigkeit. Dann gilt

dM,min = dM,maw =Dy (2154)
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Beweis: Da dj; ein Differentialoperator erster Ordnung ist, ist dies eine
direkte Folgerung aus Satz 2.1.9. Dieses Resultat geht auf GAFFNEY [7]
zuriick.

Bemerkung: Fiir eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfaltig-

keit M (mit oder ohne Rand) der Dimension m gilt

d}kw,k,maw - (_1)mk+l * dM,m—k:—l,min*, (2155)

wie in Lemma 2.1.5 gezeigt wurde. Falls M geschlossen ist, folgt also aus
Korollar 2.1.10, daf}

Mk = (—1)mEH * Dt om—k—1% (2.1.56)

gilt.

2.1.11 Theorem: (nach BRUNING /LEScH [4], Theorem 4.1) Sei M eine
kompakte orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension m mit
Rand. Der Rand von M wird mit N = 0M bezeichnet. Auf M wahlen wir
eine Metrik, die in der Ndhe des Randes eine Produktstruktur

dz? @ gn (2.1.57)

tragt. Mit M bezeichnen wir die kompakte Verdopplung von M. « sei
die natiirliche Involution auf M , die die beiden Kopien von M vertauscht.
Nach Lemma 1.2.1 zerféllt D - in die Eigenrdume D ~ NH™ und DynNH™

zu den Eigenwerten +1 und —1 von «. Es gilt nun

D (At min) = (91\7 mH—>)M (2.1.58)
und
D (dntmas) = (Dﬁ N H+) (M . (2.1.59)
Beweis: Auf M gilt
a*g =g, (2.1.60)

und es gibt einen Kragen U um N, der beziiglich der Produktmetrik
dz? @ gy (2.1.61)

isometrisch zu (—1,1) x N ist.
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Da Dl (p_r-)|

D (dysmin) € (D NHT) ‘M

Es mufl nun gezeigt werden, dafl auch
(PgnH) (M C D (darmin)

gilt. Sei dazu
w € <D]\~4 N H_) ’M
gegeben. Setze w zu
weD-NH™

fort. Dann gibt es wegen Korollar 2.1.10 eine Folge

() pexe 2 (1)

mit
~ L2 - ~ L2 _
Wy — W und dﬂwn — Dﬁw.
n—oo n—oo
Wenn wir

setzen, erhalten wir eine Folge
(@n)ep C O (1\7) NH-

mit
L2 L2

— ~0, — D ~0.
Wn w und den DMw

n—oo n—oo
Es geniigt also,

(Q (M) mH—) (M C D (dpt.min)

Zu zeigen.

eine abgeschlossene Fortsetzung von dj; ist, gilt

(2.1.62)

(2.1.63)

(2.1.64)

(2.1.65)

(2.1.66)

(2.1.67)

(2.1.68)

(2.1.69)

(2.1.70)

(2.1.71)
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Auf U gilt dann fir w € Q <M> NH™
W =uwp+wi ANdz, (2.1.72)
wobei wg (z) und wq (z) fiir x € (—1,1) in 2 (V) liegen. Dabei gilt
wo (—z) = —wo (2) und  wi (—2) = w1 (2), (2.1.73)

also insbesondere

wo (0) = 0. (2.1.74)
Wihle nun ein
g€ CF(-1,1), (2.1.75)
so daB fiir alle x € (—1,1)
o (2) = 9 (—2) (2.1.76)
und in der Ndhe von 0
=1 (2.1.77)
gilt. Setze
on () := ¢ (nx) (2.1.78)
und
Wn = (1 —p) . (2.1.79)
Es gilt dann
2
B~ &, (2.1.80)
und
dpn = (1= ¢n) dm@ — ¢, dz A wo. (2.1.81)
Da
wo(.,p):[-1,1] = T)N (2.1.82)

fiir jedes p € N eine C*°—Abbildung ist, ist w(.,p) Lipschitzstetig mit
Lipschitzkonstante L,. Wegen der Kompaktheit von N gilt

L :=sup L, < . (2.1.83)
peEN

11
supp ¢, C supp ¢, C (—5, 5) (2.1.84)
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gilt, folgt mit

2 2
lohde A wol % =n? / / ' (n2) wol” <

|~

3n n— oo

" 272
§n202L2//x2: 2vol(N)C’ L 0
N

3=

Daher gilt

~ L2 ~
dﬁwn — d]\}w.

Folglich liegt @]y, in D (daz.min), weil Tnly, € Qo (M) gilt.

Bei der zweiten Aussage ist die Inklusion

(PgnaE?)| <Dy

(2.1.85)

(2.1.86)

(2.1.87)

(2.1.88)

leicht zu sehen. Fiir w € D o und n € Qo ( ]\04 ) setzen wir namlich 7 trivial

zun € (M) fort. Dann gilt

(Dl Bl ), = ()], )., =

= (& [257),, = (e [ D5,

Daraus folgt

% (ar) <2 ((0gl,,))-

Aus Satz 1.3.10 erhalten wir

D~

C Das.
M‘M M

Sei (8 gegeben durch

B:Q (M) — L2 (AT*M)

(2.1.89)

(2.1.90)

(2.1.91)

(2.1.92)
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wobei w definiert ist durch
~ v Jwl(p) falls p e M
w(p) = {a*w (p) sonst . (2.1.93)
0 kann durch Stetigkeit zu
B: L2 (AT*M) — L2 (AT*M) (2.1.94)
fortgesetzt werden.
Wahle ein w € Dy, und setze es durch 3 zu
= fweL? (/\T*JTJ) (2.1.95)

fort. Dann liegt @ sicherlich in H ™. Falls wir zeigen koénnen, dafl mit einer

geeigneten Konstante C' fiir jedes n € Q2 (]TI/ )

(& | agi) | = C il

(2.1.96)

gilt, folgt aus dem Satz von Riesz (siehe YOSIDA [16], S. 90), daf} es ein

JeL? (/\T*M) gibt, so daf fiir alle 77 € ©) (M)
~ t ~ o ~ ~
(@] ag),. = (7]7),

QO (M) C L2 (AT*M)

gilt, weil

dicht liegt. Es folgt also dann

656@]\7 und 19:DMLAJ

Damit folgt

Dy C (DMHH“L)‘M

(2.1.97)

(2.1.98)

(2.1.99)

(2.1.100)

Da w € D) vorausgesetzt wurde, gilt Formel (2.1.96) sicherlich fiir alle 7,

die in einer Umgebung von NN identisch verschwinden. Es geniigt also, mit

dem ¢,, von oben zu zeigen, daf

(3 |ty 0 om),, = (5 ),

1.2 n—oo

fiir jedes 7 € Q (M ) gilt. Dann gilt ndmlich

n—oo

(i), = (3 5 0 m)

(2.1.101)

<
(2.1.102)

<C lim [|(1 =) 7fll> = C il -
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Sei nun 77 € QFF? (M ) Analog zu vorher kann 7 auf U zerlegt werden in

=m0 +m Adz (2.1.103)

~ mk—+1 ~
= (1= pa)dly T+ (=)™ (dgg o (1= ) AT ) =
=(1—-¢,)d~ 74+d~ @,L7=
Mk T (2.1.104)
=1 —on)dy T+, deLi=
=(1—¢n) d’;\} kﬁ—F o drl (m Adx) =
— (1 _ t _1\k
= (I =n)ds 7+ (=1)" &
Wir kénnen 7; in
m=n+n, €eHT O H" (2.1.105)
zerlegen. Da ¢,, gerade ist, ist ¢!, ungerade. Es gilt also
o € H™. (2.1.106)

Da o* auf U eine Isometrie ist, folgt wegen & € H" aus Lemma 1.2.2

(@ | ¢lLn) =0. (2.1.107)

Es gilt
n (—x) =—ny (2), (2.1.108)

woraus
ny (0) =0 (2.1.109)

folgt. Daher folgt analog zum ersten Teil dieses Beweises, dafl
;) — L?
©p,n — 0 (2.1.110)
n—oo

konvergiert. Zusammenfassend erhalten wir also Formel (2.1.101), weil si-
cherlich
~ L? ~
(1 —gon)d’;\}nn:;dbn (2.1.111)

gilt. Deshalb liegt w in D N H *. Daraus folgt

Dys C (Dﬁmﬁ)‘M. (2.1.112)
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2.1.12 Satz: (nach BRUNING /LESCH [4], Lemma 3.1) Sei M eine kom-
pakte orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit (mit oder ohne Rand) der

Dimension m. Mit

H; =L* (N'T*M) (2.1.113)

sind
0—Dpy 0208 P Dy 0 = (2.1.114)
= 0—D (dar,0,maz) A 0mar - datm_tmaay, (dar.momaz) —0  (2.1.115)

und
0——D (dpgomin) T2z BEmmn gy (g ) =0 (2.1.116)

Hilbertkomplexe, die mit

(DMvDM) = (‘D (dM,mam) adM,max) (2-1-117)
bzw.
bezeichnet werden.
0—af (a1) 22 emap (a7) —0 (2.1.119)

heifit der de Rham Komplex iiber M.
(®MaDM) und (D (dM,min) 7dM,min) (21120)

werden als maximale und minimale abgeschlossene Fortsetzung da-

von bezeichnet.

Beweis: Es ist zu zeigen, dafl
im dM,k:,max C ker dM,k-+1’max (21121)

und

im dM,k:,min C ker dM,k—l—l,min (2.1.122)

gilt.
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Wir betrachten zunéchst das min. Fiir jedes w € D (das k,min) gibt es eine
Folge (wn),ep C 6 (]\3[), so daf

L2 L?

Wp — W und dM,kwn — dek,minw (21123)
gilt. Aus
dM,k—l—l o dM,k (wn) =0 (2.1.124)
folgt
dMakaminw 6 ker dM,k:—l—l,mi'rL~ (2.1.125)

Da die analogen Uberlegungen auch fiir Al min gelten, ist (D3, D3) ein
Hilbertkomplex. Der dazu duale Komplex ist aber gerade (Dps, Dpy).
]

2.1.13 Definition: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit (eventuell mit Rand). Wir betrachten den Hilbertkomplex

(Das,Dyy). Der zugehorige Laplaceoperator wird mit

Ay =P Ak (2.1.126)
k

bezeichnet.

Die Menge der harmonischen Differentialformen der Stufe k beziiglich die-

ses Hilbertkomplexes wird mit ﬁM’k bezeichnet. Wir setzen

Hor = D Har e (2.1.127)
k

2.1.14 Lemma: Betrachte den Komplex
(Dar, Dar) (2.1.128)

iiber einer geschlossenen orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M.

Dann ist der zugehorige Laplaceoperator
Ay = (Dys +D3y)? (2.1.129)
elliptisch. Auch der Operator
Dy + Dy (2.1.130)

ist dann elliptisch.
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Beweis: Das Hauptsymbol eines Differentialoperators ) bezeichnen wir
mit 0 (vgl. Bemerkung am Ende von Abschnitt 1.3). Wie man leicht sieht,
gilt

oq,, ()e=+v—1ENe (2.1.131)

fir p € M, £ € T,M und e € AT, M. Daher gilt
oqt, (§)e = (04, (§)) e=v—1ELe (2.1.132)

und damit

OA M (6) € :O-(dM+d§\/I)2 (5) €=

= (0dy (&) + (0ay (§))7) e =
=—EN(ENne)—EN(ELe) —EL(Ene) —EL(ELe) =

=—l¢l e
(2.1.133)

Daher ist Ay elliptisch. Falls Dy + D}, nicht elliptisch wére, dann wére

auch
Ay = (Dys +D3y)? (2.1.134)

nicht elliptisch. Folglich mufl P 4+ P* elliptisch sein.
|

2.1.15 Satz: (nach BRUNING /LEScH [4], Theorem 4.1) Sei M wie in
Definition 2.1.13 gegeben.

('DM, DM) und ((D (deu'n) 7dM,min) (21135)

sind Fredholmkomplexe. Damit vereinfacht sich die Hodgezerlegung nach
Satz 1.1.8 zu

L2 (A*T*M) = Hasmaw,x @ im Dy g1 @ im D}, (2.1.136)
bzw. zu
L2 (APT*M) = Harming ® 0 A ot min ® 0 Ay g i (2.1.137)

Har,mae und Hazmin bezeichnen die Menge der harmonischen Formen

beziiglich (@ (dM’m(m) 7dM,max) bZW. ((D (dM,min) ;dM,min)-
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Beweis: Es ist nur zu zeigen, dafl Has ymin und Has ma. endlichdimensio-
nal sind. Mit den Bezeichnungen von Theorem 2.1.11 ist A 77 ein elliptischer

Differentialoperator der Ordnung 2. Wegen Lemma 1.3.8 ist

A~ H? (AT*M) L2 (AT*M) (2.1.138)
ein Fredholmoperator, was insbesondere bedeutet, daf3

A <H2 (AT*M)) c L2 (AT*M) (2.1.139)

abgeschlossen ist. Nun gilt aber fiir Ay als Abbildung von L2 (/\T*M )

nach L? (/\T*M > aufgrund der elliptischen Regularitdt von A~ (siehe
Lemma 2.1.14) gerade

D (AM) — 2 <AT*J\7> . (2.1.140)

Daraus folgt, dafl
imA~ C L2 (AT*M) (2.1.141)
abgeschlossen ist. Da A 7 selbstadjungiert ist, folgt mit Satz 1.1.8
L2 (AT*M) =ker A 0 A =
=ker A~ & IimA~ C
CHy ®imDED%L @imDLD - C (2.1.142)

CS{M @imDM @imDﬁ C

~ _ _ — e
CHy @Dy @ imDE = L2 (AT*M) .
Es muf also jeweils Gleichheit gelten. Daher ist

imD~ C L2 (AT*M) (2.1.143)
abgeschlossen, woraus

3{1\7[:kerDﬂ/imDﬁ:kerDM/imDﬁszﬂ (2.1.144)

folgt. Da H 77 wegen der Elliptizitdt von A~ endlichdimensional ist, gilt
auch

dim H - < oo. (2.1.145)

(D D M) ist also ein Fredholmkomplex.
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Die Projektionen

+
(”DM,DM> - (DMﬂH ,DM‘®~ﬁHi> (2.1.146)
M

sind surjektive Komplexabbildungen. Fiir

Ji=D-Te lmDM‘%mHi (2.1.147)
M
mit @ € D~ gibt es eine Folge (Wy),,cy C (M) mit
~ L7 -
Gn 2 & (2.1.148)
und
~ L2 ~
dﬁw”n:ODﬂw’ (2.1.149)
woraus
1 - - 1 ~ -~ 2
2 (dﬁ (Wn £ a*wn)) =5 (dﬁwn + a*dﬁwn) ni—o>o
1 1/~ .~ =
5 (DE+a Do) =2 (V£a™) =7
(2.1.150)

folgt. Man beachte, dafi der glatte Pullback einer C*°~Funktion mit der
duBeren Ableitung vertauscht (siehe zum Beispiel BoTT / TU [2], Satz
2.1 — die Aussage wird dort zwar nur im R" bewiesen, was aber ausrei-
chend ist, da es sich um eine lokale Aussage handelt). Folglich liegt J in

imD ~ selbst und nicht nur im Abschlufl davon. Nach Theorem

M ’ D&ﬂHi
2.1.11 sind die Abbildungen

(‘D]\’Z N H+a DM’D~0H+> - (D (dM,mam) 7dM,max) (21151)
M
und

<®1\~4 N H_, D ) — ('D (dMme) 7dM,min) (2.1.152)

M’D~0H—
M

Komplexisomorphismen. Damit folgt die Fredholmeigenschaft fiir beide

Hilbertkomplexe.
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2.1.16 Definition: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit (eventuell mit Rand). Fiir x € ker Dz bezeichnet [x],, die
de Rham Kohomologieklasse von x auf M, also die Aquivalenzklasse

von x in ker Dz, modulo im Dy 1.

2.1.17 Lemma: Sei M eine geschlossene orientierte Riemannsche Man-

nigfaltigkeit. Es gilt

imdyr = im Dy NP (M). (2.1.153)

Beweis: Es ist klar, dafl
imdprp CimDyyp NP (M) (2.1.154)
gilt. Betrachte nun ein
X = Dargp € imDyyp N QFTL (M) (2.1.155)

Wir diirfen wegen Satz 2.1.15 ohne Einschrinkung annehmen, dafl p €
im D}, . gilt. Dann gilt

(Dark +Dipg1) =X (2.1.156)

Aus der Elliptizitdt von Dy; + D3, (vgl. Lemma 2.1.14) folgt, dal p eine
C*°~Form sein muf}. Damit liegt 1 im Definitionsbereich von dj; ;. Daraus
folgt die Behauptung.

|

2.1.18 Lemma: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannig-
faltigkeit mit Rand. Dann gilt mit M wie in Theorem 2.1.11

OF (M) )M = QF (M). (2.1.157)

Beweis: Es ist nur zu zeigen, dafl

Ok (M) ¢ QF (M) ‘M (2.1.158)

gilt.
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Sei w € QF (M). Nach der Definition von glatten Differentialformen auf
Mannigfaltigkeiten mit Rand gibt es einen Kragen

U~ (-1,1)x N (2.1.159)

um N in M, so daf wlyaay 70 € QF (U) fortgesetzt werden kann. Wir
nehmen an, dafl

UNM ~ (~1,0] x N (2.1.160)

gilt. Wihle eine Funktion

peC™(-1,1), (2.1.161)
so daf
gp|(_1’0] =1 (2.1.162)
und
cp|[ =0 (2.1.163)

1)

D=

gilt. Setze dann
V= pom - man, (2.1.164)

wobei
m:U—(-1,1) und m:U—N (2.1.165)

die beiden kanonischen orthogonalen Projektionen sind.

Durch

Oy =w, @y=9v und a‘]\?\{MuU} =0 (2.1.166)

wird ein & € QF (M > definiert, dessen Einschrinkung auf M gleich w ist.
|

2.1.19 Lemma: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannig-
faltigkeit mit Rand. Dann gilt

Q (M) C Dy (2.1.167)
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Beweis: Auf M wie in Theorem 2.1.11 sei & € <M> gegeben. Dann

zerfallt w in
o=wt+o" € (@MHH“L)@(@MHH_). (2.1.168)
Folglich gilt mit Theorem 2.1.11
@l =0%,, + 97, € Du + D (drsmin) = D (2.1.169)
Nun kann aber jedes w € (M) zu einem w € 2 (]TJ/ > fortgesetzt werden,

wie in Lemma 2.1.18 gezeigt wurde. Daher folgt die Behauptung.
|

2.1.20 Definition: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Man-

nigfaltigkeit mit Rand. Setze

dark == Darklonan - (2.1.170)

Dann gilt wegen Lemma 2.1.19

D (dwk) = QF (M) (2.1.171)
und
dM,k: C HM,;C C DM,k:- (2.1.172)
Definiere
dy =P dui (2.1.173)
k

Mit &a7 bzw. 0p7, wird die Einschréinkung von d} ,.:, auf Q (M) bzw. auf
QFFY (M) bezeichnet.

2.1.21 Lemma: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannig-
faltigkeit mit Rand. Es gilt

aM,k,?nin = dM,k,maz~ (21174)
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Beweis: Da
HM,k C DM,k: (21175)

gilt, folgt
dark,min C Darge (2.1.176)

Sei w € Dy gegeben. Mit M und B wie in Theorem 2.1.11 gilt dann mit
Korollar 2.1.10

5:=fweD (dﬂ’kmm) —D (dm’mm) . (2.1.177)

Daher gibt es eine Folge (wn), ey C QF (]TI/ ), die beziiglich der Graphen-
norm von D ~ gegen w konvergiert. Dann konvergiert

(@nlpg)pen € QF (M) (2.1.178)

beziiglich der Graphennorm von Dj; gegen w. Daher gilt w € D (HM k,mm)

2.1.22 Satz: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfal-

tigkeit (eventuell mit Rand) der Dimension m und
feC®(M,M) (2.1.179)
eine Involution. Dann gilt fiir w € Dy s

S Davgw = Dok frw. (2.1.180)

Beweis: Seiw € Dy i gegeben. Dann gibt es aufgrund von Lemma 2.1.21
eine Folge (wn), ey C Q7 (M) mit

L2
Wy — W (2.1.181)
und
— 2
dskwn —— Dy pw. (2.1.182)
Wegen
From 25w (2.1.183)
und
— — 2
darof*wn = F*darpwn —— fDagpw (2.1.184)
gilt f*w € Dy . Nun gilt
Dy i f w =L lim darpf*wn = f*Darpw. (2.1.185)

Damit folgt die Behauptung.
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2.1.23 Korollar: Seien M und f wie in Satz 2.1.22 gegeben. Falls f*

zusitzlich selbstadjungiert ist, gilt fiir w € D},

Beweis: Die Behauptung folgt aus der Tatsache, daf}
ke = (D™ e dg k1 min* (2.1.187)

gilt, wie in Lemma 2.1.5 gezeigt wird. Es gilt dann n&mlich nach Satz
1.2.6 bzw. Satz 1.2.7 (je nachdem, ob f lokal orientierungserhaltend oder

orientierungsumkehrend ist)
*
f * dM,mfkfl,min * W =

(2.1.188)

(1)

(_1)mk—|—1 * f*dM,m—k—l,min *wW =
(—1) * darm—k—1,minf  *w =
(1)

* *k *
* dprm—k—1,min * | w =Dy [T w,

well fiir w € D (dar,min) auch f*w € D (das,min) gilt. Das sieht man analog
zum Beweis von Satz 2.1.22, wenn man beachtet, dafl die auftretende Folge
nicht in QF (M), sondern in Qf (M) liegt.

2.2 Die duflere Ableitung auf Sobolevridumen

2.2.1 Lemma: Seien s und [ beliebige reelle Zahlen. Dann ist das in
H* (APT*M) — H (AFFIT* M) (2.2.1)

abschliefSbar, wobei M eine geschlossene orientierte Riemannsche Mannig-
faltigkeit ist.
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Beweis: Sei (w,),,cn C QF (M) eine Folge, die in H* (/\kT*M) gegen 0

konvergiert. Da djsj ein Differentialoperator erster Ordnung ist, ist
dare (8 (1), l) = (@5 (M), - lgos) (2.2.2)
stetig. Damit gilt

0= dprx H*- lim w, = H*™'= lim dp gwn. (2.2.3)

n—oo n—oo

Falls nun ds pw, in H (/\kHT*M ) konvergiert — was insbesondere fiir
[<s—1 (2.2.4)

richtig ist — mufl nach Lemma 1.3.5 der Grenzwert gleich dem Grenz-
wert in H* ™1 (/\k+1T*M ) sein. Damit erhalten wir — falls der Grenzwert
existiert —

H'- lim dpwn = 0. (2.2.5)

n—oo

Der Abschlufl des Graphen von dz,j in
H* (A*T*M) x H (A*F1T* M) (2.2.6)

ist also wieder der Graph eines Operators. Damit ist das ; beziiglich dieser
Normen abschlie3bar.

2.2.2 Definition: Sei M eine geschlossene orientierte Riemannsche Man-

nigfaltigkeit. Fiir s, [ € R wird der Abschlufl von das in
H* (AFT*M) — H (AT M) (2.2.7)

mit

bezeichnet. Wir setzen
Dy i=@Dif,  wd  Dif =D (Di). (2.2.9)
k

Falls s = [ gilt, wird Di/[’l der Einfachheit halber mit D}, bezeichnet. Analog

dazu setzen wir auch

}gw — ®§\’48’ ?\/Lk - D?\f,k und ?\/[,k: = ®§\’Zk (2.2.10)
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(D3rkDi i) (2.211)

ist ein Hilbertkomplex. Dies kann analog zum ersten Teil des Beweises von

Satz 2.1.12 gezeigt werden.

2.2.3 Satz: Sei M eine geschlossene orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Dann ist d%, unabhiingig davon, in welchem Sobolevraum
H?® (NT*M) mit s € R der Operator dj; transponiert wird.

Beweis: Betrachte fiir s € R das Skalarprodukt

(1 [ v)ge = ((1+ Apy )" 1 | v)pe (2.2.12)

fir pu, v € Q(M). Dieses Skalarprodukt kann durch Stetigkeit zu einem
Skalarprodukt auf H¥ (AT* M) fortgesetzt werden. Man beachte, dafl Ap,,
den Laplaceoperator beziiglich (D s, Das) bezeichnet. Da bald noch andere
Laplaceoperatoren auftreten werden, sind wir fiir den Moment zuguns-
ten einer einheitlichen Schreibweise von der vorher eingefiihrten Notation
A abgewichen. Die hier verwendete Notation ist allerdings so suggestiv,
daB Mifiverstdndnisse wohl ausgeschlossen werden kénnen. Auf H* (AT* M)
gibt es zwar keine kanonische Norm und damit auch kein kanonisches
Skalarprodukt, aber alle Normen sind #dquivalent, so dal wir ohne Ein-

schrankung dieses spezielle Skalarprodukt auswahlen diirfen.
Fir w € Q (M) gilt
(1+ Ap)dyw =dpr (1 4+ Apyp)w, (2.2.13)
wie man aus der Definition von A, sieht. Wegen
1+Ay>1 (2.2.14)
ist (1+A M)_1 ein beschrinkter selbstadjungierter Operator, und es gilt
spec (1+ Ay) " c[0,1]. (2.2.15)
Es gilt
(1+Ay) 'dyw =
=(14+A) "dy (1+A) A+ AN w=
—(1+Ay) A+ Ay)dy 14+ Ay) tw=
=dp (14 Ay) ' w.

(2.2.16)
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Fiir s > 0 gibt es eine Folge reellwertiger Polynome (P,), o auf [0, 1], die
f:0,1] =R, z~—2a° (2.2.17)

gleichméBig approximiert. Aus Formel (2.2.16) folgt
dar Py <(1+AM)_1>w:Pn ((1+AM)‘1) darw. (2.2.18)

Mit dem Spektralsatz in der Formulierung von Theorem 8.5 aus REED /
SIMON [12] gilt

P, ((1 + AM)‘1> w L f ((1 + AM)_1> w=(1+Ay) w. (22.19)

Wegen
spec (14 Ay) "' C[0,1] (2.2.20)

geniigt es, f auf [0, 1] zu erkldren.

Fiir w, p € Q (M) folgt damit

(1 0 s [0),. -

= lim (P <1—|—AM 1)de ’M>L2:

n—oo

= lim (du Py ((1+20) ") w )M) =

n—oo

i (2 (4300 | ), -

({0 s [, -

<dM(1+AM )#)

(2.2.21)

Wir wihlen nun ein [ € IN mit [ > s. Dann gilt mit Formel (2.2.13) und
Formel (2.2.21) fiir w, p € Q (M)

1—|—AM dyw ‘u)

(14 An) 7 1+ A de)u)Lzz

dar 1+ Aa)* (1 + Ay w

(

(

( (14 An)* dar 1+ A w ‘“)m - (2.2.22)
( |

(

dar (14 Ap)? ’M)
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Weil Q (M) c L? (AT*M) dicht liegt, gilt fiir jedes s € R und jedes w €
(M)

Fir s € R, w, n € Q(M) folgt dann

(dyw | p)gs
:( 1+ Ap,,)° dyw ‘u)mz
:<dM (1+ Ap,,)’w ‘“)m = (2.2.24)
:( 1+ADM )d ) , =
=(w|din),

Das heifit, daf
d’s? = glae (2.2.25)
gilt. Daraus folgt die Behauptung.

2.2.4 Satz: Unter den Voraussetzungen von Satz 2.2.3 ist (D3, Dj,) ein
Fredholmkomplex.

Beweis: Wegen Formel (2.2.25) gilt

Apy o = AD;J|Q(M) (2.2.26)

und damit

OAny, = Ohp: (2.2.27)
wobei Aps den Laplaceoperator beziiglich (D3, D},) bezeichnet. Aps ist
also elliptisch. Damit ist Hps =~ endlichdimensional, wie man analog zum

ersten Teil des Beweises von Satz 2.1.15 sieht. Dariiber hinaus sieht man,

dafl sogar
j’CD% ~ }CDM (2228)

gelten muf.
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2.2.5 Lemma: Sei M eine geschlossene orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit der Dimension m. Fiir w € H* (AT*M) mit s € R gilt genau
dann

L2 (AT*M) C D3, (2.2.29)

wenn s < —1 ist.

Beweis: Da Dj, ein Differentialoperator erster Ordnung ist, ist die Aus-

sage fiir s < —1 offensichtlich.

Sei nun s > —1 gegeben. Da (wak)* ein abgeschlossener Operator ist,
folgt aus Satz 2.2.3

(=)™ % D3k € (Dirs) - (2.2.30)
Falls
L2 (AT*M) C D3, (2.2.31)
gilt, gilt also auch
L* (AT*M) C D ((D§,)") - (2.2.32)

Fiir v € L? (AT*M) wiirde also
(D3, + (D3)") v € B (AT* M) (2.2.33)
folgen. Da D3, + (D%,)" elliptisch ist, folgt daraus
v e U (AT* M) . (2.2.34)

Es gilt aber
L2 (AT*M) ¢ H*TH (AT* M), (2.2.35)

da s+ 1 > 0 gilt. Folglich gilt
L2 (AT*M) ¢ D3, (2.2.36)
|

2.2.6 Lemma: Sei M eine geschlossene orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit und w € H* (AT*M) mit s € R. Gemifl der Hodgezerlegung

beziiglich (D3, D3,) kann w in
w=wy+ws+ws € JA-CDﬁw ®im D%, @ im (D%;)" (2.2.37)

zerlegt werden. w liegt genau dann in D%,, wenn wy in H* T (AT* M) liegt.
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Beweis: Fiir w € D%, gilt wy € D5, Nim (D%,)". Es gilt
(D3 + (D3s)") w2 = Djyws € H® (AT*M).. (2.2.38)
Da D3, + (D3%,)" elliptisch und von der Ordnung 1 ist, folgt
wy € HSTL (AT*M) . (2.2.39)

Andererseits gilt fiir wo € H*™H (AT*M), daB wy in D3, liegt, da D3, ein
Differentialoperator erster Ordnung ist. Da wg und wy in D}, liegen, folgt
w € Dy

|

2.2.7 Lemma: Sei M eine geschlossene orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Fiir s, [ > 0 gilt

s,l
DM C DM|DMQHS(/\T*M) . (2.2.40)

Beweis: Da
D3I H® (AT*M) (2.2.41)

gilt und Konvergenz in H? Konvergenz in L? impliziert, falls ¢ > 0 gilt, ist

die Aussage offensichtlich.

2.2.8 Lemma: Sei M wie in Lemma 2.2.7. Fiir s > 1 gilt

s,s—1

Ho (AT 31) (2.2.42)

Beweis: Die Aussage ist offensichtlich, da Dj; ein Differentialoperator

erster Ordnung ist und fiir einen Differentialoperator /-ter Ordnung
P e Diff; (E, F) (2.2.43)

allgemein gilt, daB P : H® (E) — H*"' (F) stetig ist (vgl. Lemma 1.3.4).
Dabei seien E und F Hermitesche Vektorraumbiindel iiber M.
|
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2.2.9 Lemma: Sei M eine geschlossene orientierte Riemannsche Man-

nigfaltigkeit. Fiir s > 1 gilt dann
im D3 = im Dy NHT! (AMFIT M) (2.2.44)

Beweis: Die Aussage folgt analog zum Beweis von Lemma 2.1.17 aus der
elliptischen Regularitéit von Dys + D},
|

2.2.10 Lemma: Sei M eine geschlossene orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Fiir s € R gilt
im D}, N L2 (A¥FIT*M) Cim Doy . (2.2.45)

Beweis: Fiir s > 1 ist die Aussage offensichtlich, da
im D3, c H 1 (AT*M) c L* (AT*M) (2.2.46)

gilt. Fiir s < 1 kann der Beweis analog zum Beweis von Lemma 2.1.17
gefiihrt werden, indem die elliptische Regularitit von D%, + (D%,)" ausge-

nutzt wird.

2.3 Der Spursatz von Paquet

Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand

und

i:0M — M (2.3.1)
die kanonische Einbettung. Dann induziert ¢ einen linearen Spuroperator
i QM) — QOM). (2.3.2)

Dieser Spuroperator kann im allgemeinen nicht zu
i* L2 (AT*M) — L2 (ANT*OM) (2.3.3)

fortgesetzt werden, da OM eine L? (AT* M)-Nullmenge ist. Es ist nun zu

priifen, ob und in welcher Form i* fortgesetzt werden kann.
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Wir werden im folgenden die Bezeichnung ¢ fiir die kanonische Einbettung
des Randes einer Mannigfaltigkeit in die Mannigfaltigkeit selbst beibehal-
ten, ohne jeweils explizit darauf hinzuweisen auf welche Mannigfaltigkeit
sich die Einbettung bezieht, falls dies aus dem Zusammenhang klar ersicht-
lich ist.

In der Arbeit von PAQUET [11], Theorem 1.9 wird ein interessanter Spur-
satz vorgestellt, der fiir diese Arbeit sehr niitzlich ist. Hier wird nédmlich

der Definitionsbereich von i* gerade auf D), erweitert.

2.3.1 Spursatz von Paquet: Sei M eine kompakte orientierte Rie-

mannsche Mannigfaltigkeit mit Rand.
it Q (M) — Q(OM) (2.3.4)

kann eindeutig zu einer stetigen und surjektiven linearen Abbildung

s (Dasl-I,.) = (Do 11,4 ) 2.3.5)
oM
fortgesetzt werden. | . ||, bezeichnet dabei die Graphennorm von D s und

_1
| .|| _1z die Graphennorm von D, 7.
Donr

Beweis: Der Beweis dieses Satzes ist relativ aufwendig und sehr technisch.

Wir werden ihn daher in einzelne Schritte unterteilen.

Als R™ betrachten wir
R"” ={z € R"|z; <0}. (2.3.6)

Dabei sei 2 von der Form

x = leel, (2.3.7)
=1

wobei {e1,...,e,} die Standardbasis des R" ist. Den Rand von R” iden-
tifizieren wir in kanonischer Weise mit R"~!. Fiir eine Funktion v auf R™
wird — falls sie definiert ist — die Fouriertransformierte in der zweiten bis
n—ten Variablen mit ¥ (u) bezeichnet. Mit I, J etc. werden wir geordnete

Multiindizes in {1,...,n} bezeichnen, das heifit geordnete Teilmengen

I={L,....I,}c{1,...,n}. (2.3.8)
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Die Schreibweise dz! steht fiir dz nA...Adzr, . Im Gegensatz zu der in Ab-
schnitt 2.1 eingefiithrten Notation werden wir in diesem Beweis mit d bzw.
dj, die duBere Ableitung (der Stufe k) auf Q (R”) bzw. QF (R”) bezeich-
nen. Entsprechend stehen dgn-1 und dgn-1 j fiir die &ulere Ableitung (der
Stufe k) auf Q (]R”_l). d mit einem Index, wie zum Beispiel M versehen
steht aber weiterhin fiir die d&uflere Ableitung auf glatten Formen w auf M

mit Trager im Inneren von M.

1. Schritt: Fiir jedes u € Cf° (IRE) gilt
1
2

<l + [ / '?(a%“) (t,¢)

R_xRn—1 x

liull? 3 <
H 2

2 1
dt |z | e (1F1€1%) dzr; ® d&.

(2.3.9)
Dabei ist zu beachten, dafl sich die H2-Norm auf der linken Seite der
Ungleichung auf R™ ™! bezieht, wogegen sich die L?-Norm auf der rechten
Seite auf IR™ bezieht.

Beweis: Fiir a <0 und

feL?(R) mit f' € L. (R) (2.3.10)

loc

gilt mit der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung

0 2
(f(0) = f(a)® = /f’ t)dt| =
0

. , (2.3.11)
< [ra [ @ta=la [ (7 @) a
Fiir alle a, b € R gilt
1
(b—a)’ > §a2 — b2, (2.3.12)
weil )
0< (ia - \/ib) S B WA (2.3.13)
W 5
gilt. Fiir a > 0 gilt
0 0
at 1 at 1
e’dt =—  und te®dt = ——, (2.3.14)
a a

wie sich leicht durch partielle Integration nachpriifen 1a8t.
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Mit den Formeln (2.3.11), (2.3.12), (2.3.14) und dem Satz von Fubini erhal-

ten wir

T 2 1 2 1 1F (u) (0,€) ’2
Sllitullf 1 = S flu(0, )51 = 3 ——-d¢ =
2 2 2 2 2

’ ’ ]Rn/l (1+1¢F)

N

= [ F@OPet s <
R_xRn-1
< / (19 () (21,€) P + |9 () (21, ) — F () (0,6) ) -
R_xRn—1
. €m1(1+|5|2)%dx1 X df <
< / 5 () (21,€) > day @ dé+

R_xRn—1

] )

R_xRn—1x

i+ / \9—‘(57“) (t,)

R_xRn—1 z

2 Nt
dt |oi| e (HE7)7 4oy @ de =

2 o1
dt |a | e® (HEP)? 4z @ de.

(2.3.15)
O

2. Schritt: Es gibt eine Konstante C' > 0, so daf fiir jedes w € QF (R™)
li*wll -1 < C(llwllpe + [[drw]lL2) (2.3.16)

gilt. C héngt nicht von w oder k ab.

Beweis: Da wir w in der Form

w= Z wrdaz! (2.3.17)

mit wy € Cg° (]RT_L) schreiben koénnen, gilt
w=wp+ dxrs Aw; (2.3.18)
mit

wo 1= ijdxl c Qb (R™) (2.3.19)
1¢1
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und

=) wrdeNMY e Qf (R (2.3.20)
lel

Mit einer geeigneten Konstante 5’, die weder von w noch von k abhéngt,

gilt dann

/ |dRrn-1 p—1w1 (21, ')Hilfl dzy < C / lws (1, )If2 day = Cllwllz. -

(2.3.21)
Daraus folgt mit Formel (2.3.12), Formel (2.3.14) und dem Satz von Fubini

Hdkaiz :/ ||d]R”*1,kWO (1, -)”iz dzi+

2
(1, .) —drn—1 p_ywi (21, .) dzy >
L2
0 8 2
w
2 / a_o (.%’1, .) — d]Rlnfl’k_]_w]_ (x]_7 ') dx]. 2
Ty 1,2
0 8 2
w
> / 6_0 (1’1, ) - anq’k_lwl (161, ) dry >
. T H-1
. 2
w
25 / 8_33(1) (.’131, ) dxi — / ||an—1’k_1W1 (xlg )||i1—1 dry >
H-1
A 2
wo -~
= / @) der=C el =
-1
c%)o) 1 ~ 2
= 1, rS) d§ dzy — Cllwlliz =
Z]er/l ‘ (axl +|§|2 o
3wo 21 (1+1¢1%) ®
- (t,€) dt\x | et dzy @ d¢ — C'l|wl|> >
IR xRn—1 —o0
U1 (%Jo 21 (1+1€2) 2
> (t,€) dt ENGs dzy @ d¢ = C ||wlf7s -
R_xR"»—1! 21

(2.3.22)
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Mit dem Ergebnis von Schritt 1 folgt dann daraus

lwl?oy < (4C +2) Jwlfa + 4 dpwllfs <

< (46 n 4) <||w||iz n Hdkw||iz> .

Wir erhalten so die gewiinschte Aussage mit

C::2\/C~'+1.

3. Schritt: Unter den Voraussetzungen von Schritt 2 gilt

[dirn—1 3w -1 < C ([wllpe + ldrwllg2) -

Beweis: Wegen

lenfl,k—l—l O len—l’k = 0
gilt

Hd]Rn_lvki*wHH_% = ||Z*de||H_% S

< Clldpwlle < C(lwlle + [ldawllpz) -

(2.3.23)

(2.3.24)

(2.3.25)

(2.3.26)

(2.3.27)

4. Schritt: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfal-

tigkeit mit Rand. Dann gibt es eine Konstante C > 0, so daf fiir jedes

w e QF (M)

il __y < Cllwlp,,
oM

gilt. C darf von M , nicht aber von w oder k abhéngen.

(2.3.28)
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Beweis: Wir wihlen einen endlichen C*°—Atlas
A= (Ua, ) ue (2.3.29)
mit prakompakten Karten von M.
(9a)gea C C= (M) (2.3.30)

sei eine zu A subordinierte Zerlegung der Eins. Dann gilt fiir w € QF (M)

W= ga-w (2.3.31)

acA
Da A endlich ist, gilt
C = max (Il9allp,e + HaM,ogaHLm) < 0. (2.3.32)
Damit erhalten wir mit der Konstante C aus Schritt 2
2 WHD;]\% < %Hi (9a - w) HD;E <
<2C ) [lga - wllp,, <
acA
<2C Z (Hga 'WHLQ + HaM,Oga /\wHLZ + Hga 'aM,kWHLz) <
acA
<2C-CY (2wl + [dyawll.) <
acA
<4C-CY  |wllp,, =414]-C-C|wlp,,
acA

(2.3.33)
weil jedes g, - w in einem Koordinatensystem dargestellt werden kann und

daher die lokalen Aussagen der Schritte 2 und 3 gelten. Daher kénnen wir
C:=4|A|.C-C (2.3.34)
setzen.
O
5. Schritt: Sei y € QF (R"!). Dann gibt es ein w € Qb (R”) mit
fw=x (2.3.35)
und
ol + Ngwlis < © (s + ldmorixlly-y)  (2336)

mit einer Konstante C, die nicht von x oder k abhéngt.



68 2. Differentialformen und —operatoren

Beweis: Wir kénnen y in der Form

x= > xudz’ (2.3.37)

|I|=Fk
1¢1

schreiben. Sei nun J ein Multiindex der Lénge k. Falls 1 in J enthalten ist,
setzen wir fiir z; € R_ und £ € R"!

F((Opnos 11 2
F (ny) (21, €) = (( Rk X)J\{1}> 3, Lem(1+E)E (9338

(1+17)°

1
2

Andernfalls definieren wir

F () (21,€) = F (xs) (€) " (HEP) T, (2.3.39)

F angewandt auf Funktionen auf R™™! bezeichnet dabei natiirlich die

iibliche Fouriertransformation in allen Variablen. Wir betrachten nun

n= Y nsdz’ € QF (R"). (2.3.40)
\T|=k

Fiir einen Multiindex J der Lénge k mit 1 ¢ J gilt

1
il = [ 1T @ e ) oy @ ag -
R (2.3.41)
1 1 1 -
—5 [ 1B ©OF e = ol
2 9\ 2 2 H
R (1+ 1)
Fir |J| =k, 1 € J erhalten wir
2
F((orn—1-1X) 3] 1
Insli: = / ( ) ) 21 (1167 4. @ de —
2
R_ xRn—1 <1 + \§|2>
1 2 1
=5 / ‘? ((5]R”—1,k—1X)J\{1}> €3 ‘ : ﬁdf =
Ri- (1+1¢P%)
1 2
T2 H (53"*1”@—1X)J\{1}“H—% '
(2.3.42)
Sei nun |J| = k+ 1 mit 1 ¢ J. Dann gilt
k+1
0
(dm), = 3 (—1y7t SEALRY (2.3.43)

X
v=1 9 Iy
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Daraus folgt

H (dkn)JHi2
k+1 2
= / Z (_1)”"’1 M dz, ® d§ —
v=1 8xJV
R_xRn-1
k+1 2 3
— / Z(_l)y+15JV?(XJ\JV) (©) _62$1(1+|§| )del % de —
R_xRn-1 V=1
1 k+1 2 .
=3 / D (DT (g, (©)| - ———de =
w1V (1+1e?)
1 1
~2 / 5 [@dmer ix) |- e =
R (1+1¢P)
1 2
9 ” (dR"_1>kX)JHH‘% :
(2.3.44)
SchlieBlich gilt fiir |[J| =k + 1 mit 1 € J
F((dem) ;) =
z1 (1+¢%) ®
= e—% < (1 + \5\2> F(xngy) +
(1+1¢)
k+1
v+l /—=
" Zz Y 16T <(5R”‘1vk*1X)J\{LJV}> > -
w1(1+|sl2)% angry
€ XJ\{1,J,
=1 <?(XJ\{1}) -7 (Z —8;§ }> +
<1 + ‘5‘ ) v=2 Ju
(2.3.45)

el 9 (6mn-1 5-1X)
e =Xy | )
+ ;2( )y < o

v

e‘rl(l""f'z)%
=—— (T (xnmy) + T (Ao kX)) —

(1 + \5\2> )
- F ((dmn—l,k—15lR"—1,k—1X)J\{1}> ) -

:w (7 (14 dmesdmos.) X) g1y )

(1+1e*)”
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Damit erhalten wir

“ (dkn)JHiz =
o2o1 (1+16P%) 2 )
= / EEEArE “?(((1+5]R”*1,kdIRn*1,k)X)J\{1}) (é)‘
R_xRn—1
dr; ® d§ =
1 1 2
=3 / ———— [T (1 dme s 0) X) oy ) €| 6 =
R7—1 (1 + \fﬁ)
1 2
25 H ((1 + 6R"_1,kdIR”—1,k) X)J\{l} (6) HH*% :
(2.3.46)
Zusammenfassend gilt also
Inlitz + Idenlit= = > lnsllte+ > IH(dwm),llf =
| T|=k | J|=k+1
1
:§ Z ||XJ|| -3 1+ Z H 5IR" Lk—1X J\{l}H
‘{éJk lEJ
2
+ > i) lly-y +
P (2.3.47)
2
+ _Z H ((1 + 5IR"_1,kdIR"_1,k) X)J\{]-}HH*% S
v
1
<5 (IR ool + e allps +
+ [ (14 O g ) XH;&) :
Daraus folgt
||77||Lz + [[denllgz <
= \/— ( Ixll-3 + [0mn—1,k— 1XH —3 Tt |dgn-1 kX” 1+
[ (1 b s 1) X3 ) < (2.3.48)

Xl g-3 +Cullxlly-g + ldrn-s x| ;-3 +

<5

+ I3+ Colldweexll-3 )
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mit geeigneten positiven Konstanten C7 und Cs, die weder von x noch von

k abhéngen. Zu C > 2 wéahlen wir nun eine Funktion

heCy (R, (2.3.49)
fir die
i*h|suppx =1 (2.3.50)
und N
[BllLee + lldohllpe < C (2.3.51)
gilt und setzen
w:=h-neQf(R"). (2.3.52)

So eine Funktion A 148t sich immer finden. Dann gilt
[wllpz + lldrwll2 <
< w2 + [[doh Aw|li2 + ||k - dpw]|}2 < (2.3.53)
<2C||nll2 + Clidrnllz <2C (L2 + [ldnll2) -

Die zweite von w geforderte Eigenschaft folgt also mit
C:=V2C(2+C1+0). (2.3.54)

Die erste Eigenschaft folgt aus
Fw=i"n =
= Z nJ(O, .)dx‘] =
S (2.3.55)

= Z xsdaz’ = x.

| J|=k
1¢J

O

6. Schritt: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfal-
tigkeit mit Rand. Dann gibt es eine Konstante C > 0, so daf3 es fiir jedes
x € QF (OM) ein w € QF (M) gibt, fiir das

i*w=x (2.3.56)

und
lwllp,, <C IIXIIDf% (2.3.57)

oM

gilt. Dabei darf C von M , nicht aber von x oder k£ abhéngen.
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Beweis: Wir wihlen zu M einen endlichen Atlas
A = (Ua, ¥a)aeca (2.3.58)
mit prikompakten Karten und eine subordinierte Zerlegung der Eins
(9a)aca € C (M) (2.3.59)

wie im Beweis zu Schritt 4. Wir schreiben y in der Form

X= (i"ga) - x. (2.3.60)

acA

Fiir diejenigen a € A, fiir die
U, NOM # ) (2.3.61)

gilt, setzen wir (i*g,) - x geméf Schritt 5 zu w, fort. Zu jedem a € A ist es
moglich, eine Funktion
ha € C3° (0q (Ua)) (2.3.62)

zu withlen, so daB fiir ein offenes V, C ¢, (U,) mit V,, C ¢, (U,)

“|supp(gaoso;1) =1 und  supph, C Vo (2.3.63)

gilt. Da A endlich ist, gibt es ein C < 00, so daf fiir alle so gewéhlten h,
1hallpe + dohall < C (2.3.64)

gilt. Daher kénnen wir annehmen, dafl

suppw, C U, (2.3.65)
gilt. Fiir
wi= Y we€QF (M) (2.3.66)
acA
UaNOM#D
gilt dann mit
C 1= max ([i*gal~ + [ donroi*gallp) < 00 (2:3.67)

und

C:=4|Al-C-C (2.3.68)
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die Ungleichung

lwllp,, < > lwallp,, <

acA
UgNOM#AD

<20 ) () xll -3 <

acA oM
UgNOMH#D

<4C-C Z HX”D—%S (2.3.69)

acA OM
UgNOM#AD

<4]4]-C-Clnll__y =

oM

=Clxll__y -

oM

Dabei sei C' wie in Schritt 5 gegeben (beziiglich dem hier angegebenen C
konstruiert). Es gilt

acA

e (2.3.70)
= Z Z*ga X=X
a€EA
UaNOM£D
O
In Schritt 4 wurde gezeigt, dafl
" @O0, b,,) — (26030111, ) 23.71)
oM

beschriankt ist. Daher kann ¢* durch Stetigkeit zu

i+ (Dar - ly) = (D514 ) (23.72)

oM

fortgesetzt werden. In Schritt 6 wurde ein beschriankter Fortsetzungsope-

rator
T: <Q (OM),|| - HD_%> — (Q (M),] - HDM) (2.3.73)

konstruiert, fiir den
*oT =id (2.3.74)

gilt. T kann also auch durch Stetigkeit zu

_1
7 (D502 ) = O, (2375)

oM
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fortgesetzt werden. Da i* stetig ist, gilt Formel (2.3.74) auch fiir diese

Fortsetzung von T'. Daher ist
1
i* Dy — Dyyy (2.3.76)
surjektiv.
Dieser Beweis entspricht weitestgehend dem Beweis, der in der Arbeit von
PAQUET [11] angegeben ist. Ein anderer Beweis von Satz 2.3.1 wurde von

M. Lesch gegeben. Da der Spursatz von Paquet 2.3.1 eine wesentliche Aus-

sage dieser Arbeit ist, werden wir auch diesen zweiten Beweis wiedergeben.

Alternativer Beweis zum Spursatz von Paquet: Sei f € C3° ([0, 00))

und A > 0 gegeben. Dann gilt mit der Ungleichung von Cauchy—Schwarz

oo

=A/e*“f £(0)do =
AO/e )—/f’(y)dy dz <

<)\/ -3 £ () |da:+/\// Mgy f (y) |dy < (2:377)

\/7||f||L2+ e M If (y) |dy <
S\/;Hfﬂm + \/—2—)\ 1]l -

Da fiir alle a, b € R

£ (0)

(a+0)? <2(a®+0%) (2.3.78)

gilt, folgt
1 2
£ (0) |2 <A ||f||i2 + 3\ ||f/||L2 . (2.3.79)
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Es gibt einen Kragen U um N, fiir den
U~I[0,1)x N (2.3.80)
gilt. m1 und 79 bezeichnen die kanonischen Projektionen
m:U—10,1) und my:U — N, (2.3.81)

dz* bezeichnet die duBere Normale von M. Wir wihlen eine Funktion v €
Cs° ([0,1)), die in der Nihe von 0 identisch 1 ist. Da

Ay :imD% ND (Ay) — im D% (2.3.82)

ein positiver selbstadjungierter elliptischer Differentialoperator ist, gibt es
eine Orthonormalbasis (gp,’i)n en C QF (N) von im Dy ;. aus Eigenformen

von Ay, mit zugehorigen Eigenwerten ()\fl)n ey © Ry Es gilt also

AN kel = diy pdnrgh = Aneh. (2.3.83)
Folglich ist
1
(\/A_de,kQOZ) c QML () (2.3.84)
n nelN

eine Orthonormalbasis von im Dy, mit

1 1 1
ANk (\/)\—kdzv k¢n> = \/de,kdﬁv,de,kwa SRR \/A—de7k90]:L'

(2.3.85)
Sei ¥ € QF (N) gegeben. Mit geeigneten U1,, und Y, € C kann 9 in der

Form

19=190+191+192:

=0 + Z dN ro1on 4 Z D200 (2.3.86)
ne]N nelN

Gﬂ-Cva @ im DN,k—l @ im D}‘V,k

geschrieben werden. Da Ay auf im Dy @ im D}, ein positiver elliptischer

Differentialoperator ist und fiir s € R

(1+AN)2|. =1 (2.3.87)

fHN
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gilt, wird durch

T .2
190 = 1olF + || (An)? mH + || @na | |
)\k 1 + Z ‘192 nl )\k)

nelN nelN

(2.3.88)
= |90}

eine Sobolevnorm der Stufe s auf ¢ erklart. Da Q (N) C H* (AT*N) dicht
liegt und gemé&f Satz 2.2.3 und Satz 2.2.4

Hpy = Hps, C Q(N) (2.3.89)

gilt, kann jedes ¥ € H® (/\kT*N) in der Form

¥ =Dy + Z A ko195 ) Danh (2.3.90)

nGIN nelN

mit Jg € K Nk und Y4 p, Y2, € C zerlegt werden. Eine Sobolevnorm der

Stufe s kann auch hier wieder durch

1902 = [9olZ + 3 100l (571" + 37 [0 (A5)T (2:3.91)

nelN nelN

definiert werden.

Sei w € QF (M) gegeben. Auf U kénnen wir w in der Form
w=wp+dr Aw; (2.3.92)

mit wg € C ([0,1),9Q (N)) und w; € C* ([0,1),Q2" ! (N)) schreiben.
Geméf der Hodgezerlegung 1.1.8 zerlegen wir

wo =wo0 + \/O,t—nlﬂz Na—12E T ) wo ek (2.3.93)

nelN nelN

mit wg,o € C™ <[07 1) ,J/W\CN7E>, Wo,1,ms wo,2,n € C([0,1)) und

w
w) =wip+ Z Lin 24 Z W1 anTakTt (2.3.94)

nelN nelN

mit wy g € C <[07 1) ,UA“CN,kq), W11,ns Wi,2n € C™([0,1)).
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Wir wéhlen nun ¢ € Cg°([0,1)) mit 0 < ¢ < 1 und so, daf in einer
0-Umgebung ¢ = 1 gilt. Dann folgt aus Formel (2.3.79) mit geeigneten
Konstanten C7, Cy, C3 und C4

2 2
lwo,0 (0) 172 vy < llwoo - (% 0 m0) Iz oy + I (Wo0 - (¥ 0 m1)) |2y <

- 2
<Jw- (@ o) [Fawy + [Tk @+ (@ om) [z -
(2.3.95)

D lwoam (0)F (A1) 2 <

nelN

_1 1
<3 (O It Blagony +
nelN

1y X
+ () 7l (wo,l,n'lﬁ)IHL%[O,l))) N

= lwon  Ulagony + 2o A @orn - 9) 20,0y <

nelN nelN
2 2
< Jw-(¥o 7T1)”L2(U) +2 Z [wi,2,n - 7vDHLQ([o,l)) +
nelN
2

(S

<
L2([0,1))

+2>° (a1~ H (wo,1m - ¥) = (A7)

nelN

(w1,2,n ) 1/1) ‘

2 2
< w- @om)lfawy +2 Y lwizn: Ylltzoy) +
nelN

+C Z H (wo,1,m ¥) — ()\2_1)% (W12, - ) ‘

nelN

= 2
<3llw- (W om) T2y + O [dark (@ - (¥ 0 1)) |[1arr,

2

<
L2([0,1))

(2.3.96)

und

D wozm (0)F (AE) 72 < C2 Y fwo2n (0)* <

nelN nelN

<Cy (Z |wo,2,n - ¢||i2([0,1)) + Z || (wo,2,n - ¢)/“i2([0,1))) < (2.3.97)

nelN nelN

<G (- (6 om) Iaqy + [ass (- (6 0m) ).
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woraus wir

liwlly -y =

-
o a1
= [[wo.0 (0) 2+ D lwoun (0)[* (A1) 2 +
nelN
+ |wo,2,n )\k)_% <
2 2398

SCg (HW . ('lp o 771) ||i2(U) + HaM,k (w ’ (w o ﬂ-l)) ||i2(U)> <
<Cs <||w (¢ om) ||i2(M) + ||k (@ - (Y o m)) HiZ(M)> <
<Cy (||w||12ﬁ(M) + HankaiQ(M))

erhalten. Folglich gilt auch

ldwsi*wl? 3 = |l darsw] s <
. (2.3.99)
<Ci|[duellze < Ca (lllf + [darpe]f72) -
Daher setzt sich
" QM) — Q(N) (2.3.100)
stetig zu
1
" Ol ) - (D40 ) @30
N
fort.

1
Sei nun x € D7 gegeben. Wir zerlegen

— Xl,n k—1 k
X=Xo+ Z \/WdNykflgpn + Z X2,n¥Pn (23102)

nelN nelN

~ _1
mit xo € Hn .k, X1,n, X2,n € C. Da x € D3 gilt, folgt aus Lemma 2.2.6
3 Xomgh € HE (AFT*N). (2.3.103)
nelN
Wir setzen auf U

¥i=myx0-€ "+ Z X2n €V A”C’MWSSDIZJF

nelN

X1,n —VAEL k—1
+ = 1' mo M mydN k-1n T —
nelN )‘

k
7r * k—1
_E Xin € 1dx/\7r2cpn .
nelN

(2.3.104)
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Wegen
e |? 1
. _ 2.3.105
/’ 2V ( )
0
fiir A > 0 gilt
2 1 2 1 2 (\k\~ 3
912 < 5 IollEs +5 3 beal” () 74+
nelN
1 >/ eoin—3
+5 2 xaalt (07 + (2.3.106)
nelN
1 1
£330 bl B 7F < Iy < oo
nelN
Daher liegt ¥ in L? (A*T*U). Nun gilt
\/_k’ﬂ'l *d
Z HXQn ¢ vt ey S
1 (2.3.107)
5 1
§§ Z Xonl” - (An)* = Z X, nSOnHHz(N o0
nelN nelN
und
1 e
Z HXQ,n ()\Z) 2 7r17T2(pn L2(U) S
’fem 1 (2.3.108)
5 1
§§ Z X2nl™ - (An)* = Z X, nganH2(N)
nelN nElN
da
> Xameh € H2 (AFT*N) (2.3.109)
nelN
gilt. Es folgt ¥ € Dy x|, und
Darily @ =Y xom e VT midy iph—
nelN
—dz A (Xoe_m + Z X2,n (/\ﬁ)E -G_N'mﬁng,k@f)
nelN
€ L? (AFT*N) .
(2.3.110)
AuBerdem gilt
i = xo0 + Z k dyp_19F7 1 + Z Xo.nPh = x. (2.3.111)

nelN n nelN
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Auf U setzen wir
w:=(Yom)- 0. (2.3.112)

w kann auf M trivial fortgesetzt werden. Wir erhalten

we€ Dy und  Fw=1i"0=x. (2.3.113)
Daher ist
i : Dy — DyE (2.3.114)
surjektiv.
|
2.3.2 Korollar:
& (Do, |- llp,,) — H™2 (ANT*M) (2.3.115)

ist wohldefiniert und stetig.

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus dem Spursatz von Paquet 2.3.1, da

durch Konvergenz in

(@5@, I. ||D_%) (2.3.116)
oM
Konvergenz in
H™ 7 (AT*M) (2.3.117)
impliziert wird.
|

Aus dem Spursatz von Paquet 2.3.1 ergeben sich nun interessante Verall-
gemeinerungen von einigen klassischen Aussagen, die fiir glatte Differen-
tialformen gelten. Dazu zéhlen insbesondere die Vertauschbarkeit von *

mit der dufleren Ableitung und der Satz von Stokes.

2.3.3 Lemma: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannig-
faltigkeit mit Rand und w € Dy . Dann gilt

Daspw = Dy pi*w. (2.3.118)
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Beweis: "Dy pw ist wegen
im Dy e C Daspet (2.3.119)

definiert. Wegen Lemma 2.1.21 gibt es eine Folge (wn), ey C QF (M), so
daf

Wy, L w und  dypwn L D pw (2.3.120)
gilt. Da
_1
i (Oal- ) = (Do 11,4 ) (23.121)
M

wegen dem Spursatz von Paquet 2.3.1 stetig ist, erhalten wir
i*DM,kw = ’i*FDM— lim aM’kwn =
n—oo

B PD;{JE&’ darton = (2.3.122)

1
=T 1-1limd t*w, =D,2 1T w.
po 3, doatk"wn = Doy,

Die letzte Gleichheit gilt, da wegen der Stetigkeit von i* die Folge
(i*wn) e C 2F (OM) (2.3.123)
in H™2 (/\kT*OM ) gegen i*w konvergiert, und die Folge
(domi*wn), ey C QT (OM) (2.3.124)

inH 2 (/\kHT*aM ) konvergiert, wie man am Anfang der Rechnung sieht.
1

Daher muf der Grenzwert gleich D 2 ,i*w sein.

I'p,,—lim bezeichnet den Grenzwert beziiglich der Graphennorm von D,

_1
und I’ o3 ~lim den Grenzwert beziiglich der Graphennorm von D, 2.
oM

2.3.4 Korollar: Sei M wie in Lemma 2.3.3 gegeben und w € Dy i, so
daB ¢*w in Dyar,k liegt. Dann gilt

Z.*DM7k;w = D3M7ki*w. (2.3.125)

Beweis: Wegen
_1
Don it w = Da]@’kz’*w (2.3.126)

ist die Aussage aufgrund von Lemma 2.3.3 klar.
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2.3.5 Satz: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfal-

tigkeit mit Rand. Dann gilt

keri* = D (dpsmin) - (2.3.127)

Beweis: Sei w € D (das,min) gegeben. Dann gibt es eine Folge (w),,cy C
Qo (]\C/)[ >, so daf

2 2
wnni—o>ow und denni—godM,mmw (2.3.128)

gilt. Geméafl Korollar 2.3.2 ist
7 (Dar, |- Ip,,) — H™% (AT*OM) (2.3.129)
stetig. Weil w,, fiir jedes n € IN kompakten Triger in ]\(;[ besitzt, gilt
i*w, = 0. (2.3.130)

Daher folgt

i"w=1"Tp,,— lim w, =
n—oo

) (2.3.131)
=H 2- lim *w, = 0.
Es bleibt zu zeigen, dafl
keri® C D (das,min) (2.3.132)
gilt. Sei
w € keri* (2.3.133)
gegeben. Dann gibt es eine Folge (wy), .y C (M) mit
2 _ L2
wp, —w und  dyw, — Dyw. (2.3.134)
Wegen der Stetigkeit von i* gilt
iFwn T30 =0 und dori*wy, 13 D,4i*w =0, (2.3.135)

und (i*wp),,cqy ist eine Folge in © (OM). Mit dem in Schritt 6 vom Spursatz

von Paquet 2.3.1 konstruierten stetigen Fortsetzungsoperator

T: (Q (OM), || ) — (M), lp,,) (2.3.136)

-3
oM



2.3 Der Spursatz von Paquet 83

gilt
r
T oi*wy, —% T oi*w =0, (2.3.137)
Folglich gilt
r
wy — T 0 i*wy, —% w, (2.3.138)
und wegen
*oT =id (2.3.139)
folgt
wp — T ot*w, € keri* NQ(M). (2.3.140)

Es geniigt also zu zeigen, daf
keri* NQ (M) C D (das,min) (2.3.141)

gilt.

Wir wahlen in der Nahe des Randes von M eine Produktmetrik
dz? @ g, (2.3.142)

wobei dz! die duBere Normale von M bezeichnet. AuBerdem withlen wir

einen Kragen U um 0M, der isomorph zu

[0,1) x OM (2.3.143)
ist.
v:[0,1) = R (2.3.144)
sei eine Cy°—Funktion, fiir die
p=1 (2.3.145)

in der Ndhe von 0 gilt. Wir setzen
on (x) := ¢ (nx). (2.3.146)
w € keri* N Q¥ (M) kénnen wir auf U als

w = 790 —|— dl‘ A\ 191 (23147)
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mit Jg (z) € QF (OM) und ¥ (z) € Q"1 (OM) schreiben. Wir definieren
auf U

wn = (1 —¢p)w. (2.3.148)
Es gilt dann sicherlich
2
Wy~ w. (2.3.149)
Wegen
i"w=20 (2.3.150)
gilt
9o (0) = 0. (2.3.151)
Daher gilt analog zum ersten Teil vom Beweis zu Theorem 2.1.11
aM’kwn = (1 - @n)aM,kw - goilda: A Yo L—> aM71€w. (23152)
Folglich liegt w in D (das k. min )-
|
2.3.6 Korollar: Unter den Voraussetzungen von Satz 2.3.5 gilt
ker (xi*x) = D},. (2.3.153)
Beweis: Fiir w e D ( M.min) gllt mit Satz 2.3.5
*i*xw=0
= i"xw=0
(2.3.154)
< *w € D (drrmin)
< w € Dj,.
Damit ist die Aussage gezeigt.
|

2.3.7 Satz: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfal-
tigkeit der Dimension m mit Rand. Dann kann das Lebesgueintegral auf
oM
/ Q" (M) — C (2.3.155)
oM

durch Stetigkeit zu

/ CH 2 (ATITOM) — € (2.3.156)
oM

verallgemeinert werden.
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Beweis: Aus
domrm—1=0 (2.3.157)

folgt
_1
Dty my = H 2 (N""IT*OM) . (2.3.158)

Fiir 9 € H™ 2 (/\m_lT*aM) gilt dann

91,3 = 1903 - (2.3.159)

Daher geniigt es zu zeigen, da8 fiir eine Folge (xn),cn C Q™1 (OM) mit
' :— lim x,=0

2 —
DaMnoo

lim /Xn =0 (2.3.160)

n—oo

oM

gilt. In Schritt 6 vom Beweis zu Satz 2.3.1 wurde ein stetiger Fortsetzung-

soperator
T: (Q (OM),]| . ||D_%) — (M), lp,,) (2.3.161)
oM
konstruiert, fiir den
i*oT =id (2.3.162)
gilt. Wir setzen nun
W = T'xn. (2.3.163)

Damit gilt

I'p,~— lim w, =I'p,,— lim T, =
e e 2.3.164
:TI‘D,l— lim y,, =0. ( )

2 n—oo
OM

Daraus folgt mit dem klassischen Satz von Stokes und der Cauchy—Schwarz-

schen Ungleichung

/Xn:/i*wn:

oM oM

= /HM,m_lwn < (2.3.165)
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Da M als kompakt vorausgesetzt wurde, gilt

/1<oo.

M
Aus
I'p,,— lim w, =0
n—oo
folgt
— L2
dM,m—lwn — 0.
Damit gilt
lim / Xn| =0,
n—od

oM
woraus die Behauptung folgt.

2.3.8 Verallgemeinerter Satz von Stokes:

(2.3.166)

(2.3.167)

(2.3.168)

(2.3.169)

(nach PAQUET [11], Ko-

rollar 1.10) Unter den Voraussetzungen von Satz 2.3.7 gilt fiir w € Dps -1

/DM,m_lw: /i*w.

M oM

Beweis: Sei (1), ey C ™" (M) eine Folge mit

I'p,,— lim p, =0.

n—oo

Dann gilt mit der Ungleichung von Cauchy—Schwarz

. S M 3 2
lim /dM,m—l,un < lim /’dM,m—l,un| /12
n—o00 n—o0
M

M
da

/1<oo

M
gilt, und aus

I'p,,— lim p, =0
folgt, daf

— L2
dM,m—l,Um — 0

n—oo

gilt. Daher ist

[ @m0, ~ ¢

stetig.

M

(2.3.170)

(2.3.171)

(2.3.172)

(2.3.173)

(2.3.174)

(2.3.175)

(2.3.176)
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Sei nun (wy,), cpy € " (M) eine Folge mit
FDM* lim w, =w € DM,m—l- (23177)

n—oo

Dann folgt mit dem klassischen Satz von Stokes

/DM,m—lw :/DM,m—IFDM lim w, =

n—oo
M M
= / L2 Tim dym-1wn = (2.3.178)
M
= lim /aM,m_lwn: lim /i*wn.
n—oo n—oo
M OM

Andererseits gilt mit Satz 2.3.7

/i*w = / i*I'p,,— lim w, =
n—oo
oM oM

= [T _.1-lim i*w, = lim Fw

n ny

DBJ\Z/I n—oo n—oo
oM oM

(2.3.179)

da geméfl dem Spursatz von Paquet 2.3.1

(Do, |- llp,,) — (951‘54’”'”13%) (2.3.180)

oM

stetig ist. Daraus folgt die Behauptung.
|

2.3.9 Satz: Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfal-

tigkeit mit Rand. Dann gibt es eine lange exakte Sequenz

-k

Ry k—1 j*,k *,k
L—H — Hap pink—Hpy e—H 1 —.... (2.3.181)
D, 2, k—1 ’ D,k

Beweis: Wegen Satz 2.3.5 ist
0—D (darmin) “ Das—sDj 2 —0 (2.3.182)

eine kurze exakte Sequenz. j bezeichnet hier die kanonische Einbettung
von D (das,min) in Das. Es ist offensichtlich, dafl

(] e} dM,k,min) w = (I)]M’]€ oj)w (23183)
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fir w € D (das,k,min) gilt. j ist sicherlich injektiv, und
i* Dy — Dy (2.3.184)

ist nach dem Spursatz von Paquet 2.3.1 surjektiv. Wegen Lemma 2.3.3 gilt
fiir w € Dy auch
_1
"D gw = Dyyy i w. (2.3.185)

Damit sind die Voraussetzungen von Theorem 1.1.11 erfiillt, und wir erhal-

ten die exakte Sequenz

-k

Ry k—1 j*,k Z*,k
L—H == Hapy pin b Hppy o——H 1 — 0 (2.3.186)
D, 2, k-1 Donrok

2.3.10 Korollar: Unter den Voraussetzungen von Satz 2.3.9 gibt es eine

exakte Sequenz

Lo TS IR, Sy L (2.3.187)

Beweis: Da wegen Satz 2.1.15 und Satz 2.2.4 alle auftretenden Komplexe
Fredholmkomplexe sind, folgt die Behauptung mit Korollar 1.1.12.

2.4 Harmonische Formen

Fiir den verbleibenden Teil von Kapitel 2 sei — soweit nicht ausdriick-
lich etwas anderes erwdhnt wird — M eine kompakte orientierte zusam-
menhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand, die in der N&he

des Randes eine Produktmetrik

dz? © gar (2.4.1)

besitzt. Die Dimension von M sei m. Der Rand von M wird mit N = oM
bezeichnet. Damit ist N eine geschlossene orientierbare Riemannsche Man-
nigfaltigkeit der Dimension m — 1, die mit ihrer kanonischen Einbettung
in M identifiziert wird.
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Bei Bezeichnungen wie dx x, Dxx, Dxr, Ax i etc. wird der Index X

weggelassen, falls X = M gilt.

M sei die kompakte Verdopplung von M und
aeC™ (JTJ 1\7) (2.4.2)

die Abbildung, die die beiden Kopien von M vertauscht. M ist sicherlich

orientierbar. Wir wihlen die von der natiirlichen Einbettung
M M (2.4.3)

induzierte Orientierung und identifizieren M mit ihrer Einbettung in M.
Offenbar ist a orientierungsumkehrend, wie man sofort aus der lokalen Dar-
stellung in einem Koordinatensystem sieht. o induziert einen beschréankten
Operator

o Q(M) —>Q<M>, (2.4.4)

der auf L2 (/\T*M ) durch Stetigkeit fortgesetzt werden kann. Auch diese
Fortsetzung wird mit o* bezeichnet. Da « eine Involution ist, ist auch o*

eine Involution.

Wie in Theorem 2.1.11 gilt
a’g=yg, (2.4.5)

und es gibt einen Kragen U um N in M , der eine Produktmetrik
dz? & gy (2.4.6)

triagt und beziiglich dieser zu (—1,1) x N isometrisch ist. Wir weisen an
dieser Stelle nochmals auf Satz 2.1.7 und Lemma 2.1.8 hin, die besagen,
dafl Dys und D ;7 unabhéngig von den auf M und M gewahlten Metriken

sind.

Im Falle X = M wurde bei Bezeichnungen wie Dy, ) x etc. jeweils der
Index X weggelassen. Falls nun X = M gilt, wird dies genauso gehandhabt,

nur werden die Symbole zusétzlich noch mit einer Tilde versehen.

2.4.1 Lemma:
o : L2 (AT*M) 12 (AT*M) (2.4.7)

ist selbstadjungiert.



90 2. Differentialformen und —operatoren

Beweis: Dies folgt sofort aus Lemma 1.2.3, da o™ nach Wahl der Metrik

auf M eine Isometrie ist.
2.4.2 Lemma:

o ;12 (AT*JTJ) 12 (AT*M) (2.4.8)
antikommutiert mit dem Hodgeoperator auf M.

Beweis: Dies ist eine direkte Anwendung von Satz 1.2.7, da « selbstad-

jungiert ist, wie in Lemma 2.4.1 gezeigt wurde.

|
2.4.3 Lemma: Es gilt
oD = Da* (2.4.9)
und
o*D* = D*a*. (2.4.10)
Beweis: Dies folgt aus Satz 2.1.22 und Korollar 2.1.23.
|

2.4.4 Definition: Sei T ein Differentialoperator auf M. Dann wird f‘ ,
M

die Einschridnkung von T auf M , folgendermaflen definiert:

— Genau dann gilt w € D (f’]\), wenn es ein w € D (T) gibt, so daf

Wy, = w gilt.

— Bsgilt d T‘ :(TN)‘ .

s gilt dann T (w) (W) .

Damit ist T ‘ ein wohldefinierter Differentialoperator auf M.
M

2.4.5 Satz: Es gilt
Dy = f)k‘ (2.4.11)
M

und

* - D* 2.4.12
k By, ( )
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Beweis: Fiir w € Dy gibt es nach Theorem 2.1.11 ein w € @k, so daf}

Wy =w (2.4.13)
gilt. Daraus ergibt sich
Dy, C @k’ (2.4.14)
M
und
Dy C 13,4 . (2.4.15)
M

@k bezeichnet hier den Definitionsbereich von ﬁk
M

Wie in Lemma 1.2.1 gezeigt wurde, zerfallt D x in die Eigenrdume H™ ﬂ@k
und H™ N @k zu den Eigenwerten +1 und —1 von o. Fiir w; € HT N @k
gilt wi],, € Dy, und fiir wp € H~ NDy, gilt — wieder nach Theorem 2.1.11
— waly; € D (dg,min) C Di. Damit folgt, daf

Dy = @k’ (2.4.16)
M

und

Dy = ﬁk‘ (2.4.17)
M
gelten muf.

Da M geschlossen ist, und der Hodgeoperator punktweise definiert ist,

ergibt sich mit Korollar 2.1.10 aus Lemma 2.1.5

B, = 0 (B, -
am (—1) * kl*M

(=)™ WDy | x=
M

(2.4.18)
(=)™ % Dy 1% D

(_1)mk—|—l * dm—k—l,min* = D;‘;

U

Das ist aber gerade die zweite Behauptung.
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Bemerkung: Im allgemeinen gilt nicht
*— Di| . 2.4.19
k k| s ( )

Ein Gegenbeispiel ist etwa M = [0, 1], k£ = 0. Dann gilt offenbar

M ~S! (2.4.20)
und
0! (JTI) c D (2.4.21)
Andererseits ist
Dg = — % do,min*, (2.4.22)

also
Di = { Fdvol ([0,1))] f € AC([0,1]), £ (0) = £ (1) =0}.  (2.4.23)

Dabei bezeichnet AC ([0, 1]) die Menge der absolutstetigen Funktionen auf
[0, 1]. Es gilt etwa
dvol ([0, 1]) ¢ Dg, (2.4.24)

aber

dvol (M) el (M) c D, (2.4.25)

also

dvol (0, 1]) = dvol (1\7)] e Dt

. 2.4.26
o ( )

[0,1]

2.4.6 Lemma: o kommutiert mit A.

Beweis: Dies folgt sofort aus der Definition von A und Lemma 2.4.3.
|

2.4.7 Satz: Es gilt

ﬁk C ﬂ/-\fk . (2.4.27)
M
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Beweis: Sei § wie im Beweis zu Theorem 2.1.11 definiert. Wéhle ein

beliebiges w € ﬂffk und setze
w = fw. (2.4.28)

Dann gilt fir p e M

Diw = Dyw =0,
D (p) = Dyw (p) (2.4.20)
Diw (p) = Dgw (p) = 0
und fiir p € a (M)
Dy = Dipa*w = o*Dyw = ao"'Dyw =0,
o k ~(10) * k (p)*~* Kw (p) o Kw (p) (2.4.30)
Di_1w(p) =Dj_10'w (p) = &"Dj_yw (p) = &"Dj_yw (p) =0,
da wegen Satz 2.4.5
D:ﬁ‘ (2.4.31)
M
und
D* c D* (2.4.32)
M
ist. Daher liegt w in J/%k
M
|

Bemerkung: Gleichheit kann hier natiirlich im allgemeinen nicht gelten.
Um das zu sehen, wihlen wir M als das abgeschlossene Intervall [0, 1] und
k =1. Wegen

ker dg min =0 (2.4.33)

gibt es keine nichttrivialen harmonischen 1-Formen auf M. Aber es gilt
M ~ 8!, (2.4.34)

und daher erhalten wir N
dim H; = 1. (2.4.35)

Es gilt insbesondere

~

dvol (M ) c H, und dvol (M )

£ 0. (2.4.36)
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2.4.8 Theorem: Es gilt

Hp C QF (M), (2.4.37)

Beweis: Da A elliptisch ist (vgl. Lemma 2.1.14), gilt

Hp = ker Ay C QF (JTI) . (2.4.38)
Demnach folgt mit Satz 2.4.7 und Lemma 2.1.18, dafl
Fp C Hy| c QF (M)‘ = QF (M) (2.4.39)
M M
gilt.
|

Bemerkung: Theorem 2.4.8 sagt insbesondere aus, daf§ harmonische For-

men iiber M auch auf dem Rand von M glatt sind.

2.5 Randwertprobleme

Wir wollen zu vorgegebenem n auf M und vorgegebenem y auf N ein w
suchen, so daf3
Dw=n und i"w=yx (2.5.1)

gilt. Dank der bislang erarbeiteten Resultate sind wir in der Lage, eine

Losung fiir dieses Problem anzugeben.
Wir betrachten zunéchst den homogenen Fall n = 0.
2.5.1 Satz: Sei x € H 2 (/\kT*N) gegeben. Es gibt genau dann ein

w € ker Dy, fiir das
ifw=x (2.5.2)

gilt, wenn
_1
X =iy + Dy%oq0 (2.5.3)

~ 1
mit v € Hy und o € D75, gilt.
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Beweis: Da geméifl der Hodgezerlegung 1.1.8
kerD = H @® im D (2.5.4)
gilt, ist es offensichtlich, dafl das Problem genau dann lésbar ist, wenn
Xx=17+iDg1v (2.5.5)
mit v € f/}\Ck und v € D4 gilt. Man kann dann nédmlich
w=75+v (2.5.6)

setzen. Nun gilt aber mit Lemma 2.3.3

i*Dy_1v =Dy 0"V (2.5.7)
Daraus folgt
1
i*imDj_1 CimDy3_,. (2.5.8)
Da
_1
i* 1 Dg—1 = Dyi 4 (2.5.9)

nach dem Spursatz von Paquet 2.3.1 surjektiv ist, gibt es fiir jedes o €
_1
Dy ein p € Dy_q mit

= o (2.5.10)
Es folgt
-3 -1 « % -
Dyho10=Dph1ipn = Dyap. (2.5.11)

Zusammen mit Formel (2.5.8) erhalten wir also

1

i imDg_, =imDG2_,. (2.5.12)

Wir betrachten nun den inhomogenen Fall n € im Dy,.

2.5.2 Korollar: Seien y € H 2 (/\kT*N) und
n= Div € im Dy (2.5.13)

mit ¥ € Dy gegeben. Dann gibt es genau dann ein w € Dy mit

Drw=n und i'w=y, (2.5.14)
wenn
_1
x=1i"y+1"9+Dy% 0 (2.5.15)

~ 1
mit v € Hy und o € D75, gilt.
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Beweis: Es gibt genau dann ein solches w, wenn
w—9€kerDy und iF(w—19)=x—1"V (2.5.16)

gilt. Damit sind aber gerade die Voraussetzungen von Satz 2.5.1 erfiillt.

Das Problem ist also genau dann l6sbar, wenn
1
X — "9 =1i"y + D310 (2.5.17)

~ 1
mit v € Hy und o € D75, gilt.
|

Bemerkung: Falls es fiir Korollar 2.5.2 eine Losung w gibt, ist diese im

allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Sei etwa v € ker dj, pin. Dann gilt

Aus Satz 2.3.5 folgt
'v=20 (2.5.19)
und damit
i (w+v) =i'w. (2.5.20)

2.5.3 Satz: Seien y € H 2 (/\kT*N) und n € L? (/\k+1T*M) gegeben.

Dann gibt es genau dann ein w € Dy mit
Dyw=n und i‘'w=yx, (2.5.21)
wenn y € D;,%k, n € ker Dy11 und
i*n = Dy%X (2.5.22)

gilt, und wenn fiir alle v € J?Cmfkfl

(n | %) = (_1)(7"1)'(’“)/;(/\@*5 (2.5.23)
N

gilt. Der Ausdruck / X A "7 ist wegen Satz 2.3.7 wohldefiniert.
N
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Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dafl es eine Losung w gibt. Dann gilt

sicherlich
n € im Dy C ker Dy (2.5.24)
und
X € DJ_\,?,C, (2.5.25)

wie man aufgrund des Spursatzes von Paquet 2.3.1 sieht. Aus Lemma 2.3.3
folgt

1

_1 _1

Fir v € j-\cm—k—l folgt mit dem verallgemeinerten Satz von Stokes 2.3.8

(0 | %0)pa = (—1)EFDm=h=D) / NAT =
M

= (1) =h) /Dkw AD =

=~ Y D, (wAD) =

(2.5.27)

= (=)D L (AT =

ok %

=(—1)(m_1)'(k_1) FwANTT =

— (_1)(m—1)-(k—1)

-k

XN V.

A T 2 R

Sei nun vorausgesetzt, daf3 die angegebenen Bedingungen erfiillt sind. Wir

betrachten zunéchst den Fall n = 0.

Da geméfl dem Spursatz von Paquet 2.3.1
_1
i* D — Dy (2.5.28)
surjektiv ist, konnen wir ein y € Dy wihlen, so dafl

= x (2.5.29)
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gilt. Dann folgt fiir jedes v € J?Cm,k,l

OZ/X/\i*ﬁ:

N
:/i*,u/\i*ﬁz
N
/Z (uAD) = (2.5.30)
N
:/Dm 1(pAD) =
M
/D = (Drp | %v) 2
M
Daraus folgt
DkNJ—LQg_{:dmm,k—Ha (2.5.31)
weil
J{dmm,k—H = *J'Cm—lc—l (2532)

gilt. Da x geschlossen ist, wird durch y eine Aquivalenzklasse in
kerDy? /imDy? (2.5.33)
reprasentiert. Mit dem in Satz 2.3.9 eingefiihrten x, gilt daher
ket [X] = 0, (2.5.34)

; _1
wobei [x] hier die Aquivalenzklasse von y modulo im D 5? bezeichnet. Da-
mit erhalten wir mit Satz 2.3.9 wegen der Exaktheit der dort diskutierten

Sequenz
X] =ik [ (2.5.35)

mit einem geeigneten vy € J?Ck Das heift anders ausgedriickt
1
x=17+Dy% 10 (2.5.36)

_1
mit o € Dy3 ;. Daraus folgt mit Satz 2.5.1, dafl es eine Losung w des
Problems gibt.
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Sei nun 7 € ker Dg41 beliebig gegeben. Zu x wihlen wir ein p € Dy, fiir

das
i =x (2.5.37)
gilt. Wegen
i"Dyp = Dp3i* = Dy2x (2.5.38)
muf fiir jedes v € ﬂffm,kfl
(Dpp | *17)p = (=1)m D=1 /Xm*v (2.5.39)
N
gelten. Daher gilt fiir
@ :=n—Dgu € ker Dy1q (2.5.40)
zum einen
(¢ |*v)2=0 (2.5.41)
fiir jedes v € Z}ACm_k_l, woraus
SDJ—LﬁA{mm,kH (2.5.42)
folgt. Zum anderen gilt
i*o = 0. (2.5.43)
Daher gilt wegen Satz 2.3.5
Y e ker dk+1,min~ (2544)

Aus Formel (2.5.42) und Formel (2.5.44) folgt mit der Hodgezerlegung
beziiglich (D (dynin) , dmin)

¢ € imdg,min- (2.5.45)
Daher erhalten wir
n = Dpp+ ¢ € im Dy, + imdy, ymin = im Dy,. (2.5.46)
Dann gilt Formel (2.5.23) genau dann, wenn mit jedem ¢ € Dy, fiir das

Dyt =17 (2.5.47)
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gilt
/ (x — i*0) Ai*D = (2.5.48)
N
ist, weil
/z‘*ﬁ/\z‘*v:/i* (9 AT) =
N N
Z/Dm—l (IAD) = (2.5.49)
M
:/ D A7 = (1) (g )
M
gilt. Aus
_1
i*n = Dy%X (2.5.50)
folgt
_1
x — "9 € ker D% (2.5.51)
weil
D300 = i*Dyt) = i*n = D3 x (2.5.52)

gilt. Wie wir soeben bewiesen haben, gibt es dann ein v € ker D mit
i =x —1i*0. (2.5.53)
Eine Losung des urspriinglichen Problems ist dann sicherlich
w =1+ 9. (2.5.54)
|

1
Bemerkung: Seien x € Dy3 und n € imDy gegeben. Wenn fiir alle
ZS j_(:mfkfl

(n | *)e = (_1)<m—1>'(’“—1>/xm*v (2.5.55)
N

gilt, muf} es trotzdem kein w € Dy mit
Diw=n und i'w=yx (2.5.56)

geben. Das heifit, dafl die Bedingung aus Formel (2.5.22) in Satz 2.5.3 nicht

redundant ist.
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Betrachte etwa
M =10,1] x S* (2.5.57)

und k£ = 0. Wir wihlen ein beliebiges aber nicht konstantes

feC>(sh). (2.5.58)
Mit 7 = 0 und
x(0,p) =x(L,p) = f(p) (2.5.59)
fiir p € St gilt
(n | *v)2 = /X N7 =0 (2.5.60)
N
fiir jedes v € }ACl, da
Ho={r-dp|A e C} (2.5.61)
gilt. Andererseits gilt aber
0=14"n#dnoX, (2.5.62)

da f nicht konstant ist. Daher ist die Bedingung aus Formel (2.5.22) nicht
erfiillt, und es gibt gem&f Satz 2.5.3 kein w € ker Dy, fiir das

fw=x (2.5.63)
gilt.
2.5.4 Korollar: Unter den Voraussetzungen von Satz 2.5.3 gibt es genau
1

dann eine Losung w fiir das dort diskutierte Problem, wenn x € D,3,

n € ker D41 und
i'n = Dy%X (2.5.64)

(1100 = [ XA+ (2.5.65)

gilt.
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Beweis: Wegen

j:(m—k:—l = *:Hdmm,k:—i—l (2566)

kann Formel (2.5.23) mit
© = *U (2.5.67)

zu Formel (2.5.65) umgeformt werden.
]

2.5.5 Lemma: Seien y € H 2 (/\m_lT*N) und n € L? (A™T*M) gege-

ben. Dann gibt es genau dann ein w € D,,, 1 mit

Dpiw=n und i‘w=yx, (2.5.68)
wenn
/17: /X (2.5.69)
M N
gilt.
Beweis: Wegen
D,, =0 (2.5.70)
gilt
n € L?(A™T*M) = ker D,y,. (2.5.71)
Da
dnm—1 =0 (2.5.72)
ist, gilt
_1 1
Dy2,_y =H 2 (A"'T*N). (2.5.73)

_1
Daher liegt x in D7, ;. Aulerdem gilt

_1
" =0=Dy2 _,x. (2.5.74)
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Da v genau dann in Hy liegt, wenn es von der Form

N
Il
>

(2.5.75)

mit A € C ist, vereinfacht sich Formel (2.5.23) aus Satz 2.5.3 im Fall

k=m-—1 (2.5.76)
zu
X/n :X/X. (2.5.77)
M N
Dies ist dquivalent zu
/17 = /X, (2.5.78)
M N

da A\ € C beliebig — also insbesondere ungleich 0 — gew&hlt werden darf.

|
Das Problem, das uns eigentlich interessiert, ist der Spezialfall
x € L? (A\"T*N) (2.5.79)
von Korollar 2.5.2.
Bemerkung: Zu y € D;,%k und 7 € im Dy, mit
i'n = Dy2x (2.5.80)
muf} es im allgemeinen kein w € Dy mit
Dyw=mn und i"'w=yx (2.5.81)

geben, auch wenn die oben angegebene Bedingung an x und n im Falle
der Existenz eines solchen w notwendigerweise erfiillt sein muf}, wie in Satz
2.5.3 gezeigt wird. Um das zu sehen geniigt es sogar, sich auf die Situation

von Lemma 2.5.5 zu beschranken.
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Wir nehmen etwa an, dafl N = OM nicht leer ist und betrachten
n=0 und X = dvol (N), (2.5.82)
die Volumenform auf dem Rand von M. Dann gilt
dym—1x =14"n=0. (2.5.83)

Die Bedingung aus Formel (2.5.80) ist also erfiillt. Falls es ein w € ker D,,,_4
mit
ifw=x (2.5.84)

gidbe, wiirde mit Lemma 2.5.5
0= /X (2.5.85)
N

folgen. Es gilt aber

x = [ dvol (N) > 0, (2.5.86)
]

da wir N # () angenommen hatten. Daher gibt es kein solches w.

2.5.6 Lemma: Seien y € L? (/\kT*N) und 7 € im Dy gegeben. Dann

gibt es genau dann ein w € Dy mit
Dyw=n und i‘w=yx, (2.5.87)
wenn es ein ¥ € Dy mit
Dyd=n und "Y€ L?(APT*N) (2.5.88)
gibt und fiir jedes solche v
X=97+i"9+Dnr_10 (2.5.89)

mit v € JA{k und g € DN,k gilt.

Beweis: Wegen Korollar 2.5.2 ist klar, daf} die angegebenen Bedingungen
hinreichend fiir die Existenz einer Losung sind. Falls es nun eine Losung
w € Dy, gibt, so gilt

Dww=n und i*w=yx€L*(A"T*N). (2.5.90)

Daher stellt Formel (2.5.88) eine notwendige Bedingung dar.
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Fiir jedes 9, fiir das Formel (2.5.88) gilt, kann x gemif Formel (2.5.15)
zerlegt werden. Da x, i*y und i*¢ L? Formen sind, liegt auch D]—Vi_l 0
in L2 (/\kT*N). Wegen Lemma 2.2.10 kann ¢ in Dy ;1 gewéhlt werden.
Damit ist auch Formel (2.5.89) notwendig.

|

Bemerkung: Eine Losung des Problems aus Lemma 2.5.6 ist im allge-
meinen nicht eindeutig. Analog zur Bemerkung nach Korollar 2.5.2 kann

namlich zu einer Losung ein Element aus
ker dg ;min = keri* N ker Dy, (2.5.91)

addiert werden, ohne den Losungsraum zu verlassen.

2.5.7 Lemma: Seien 7 € imd;, und x € QF (N) gegeben. Falls es ein
w € Dy, gibt, fiir das

Drw=n und i"w=yx (2.5.92)

gilt, kann w sogar C*° gewihlt werden.

Beweis: Sei 9 € QF (M) mit
dpd =1 (2.5.93)

gegeben. Falls es ein w € D mit den gewiinschten Eigenschaften gibt, gibt

es wegen Lemma 2.5.6 ein v € JA{k und ein ¢ € Dy j—1, so daB
X=97+i9+Dnr_10 (2.5.94)

gilt. Da x, i*9 und i*y C*°-Formen sind, gilt Dy x_10 € Q" (N). Wegen
Lemma 2.1.17 kann ¢ € Q! () gewihlt werden. ¢ kann nun beliebig
aber glatt zu v € Q*~! (M) fortgesetzt werden. Dann gilt fiir

wi=7y+09+dp_v e QF (M) (2.5.95)

akw = akﬂ =n (2596)

und _
Fw=1i"y+i"Y+"dy v =

="y + "0+ dN’k_li*V = (2.5.97)
= i*’y + "9 + dN,k—lQ =X.
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2.5.8 Korollar:  Seien n € L? (A" 'T*M) und x € L* (A" 'T*N)
gegeben. Es gibt genau dann ein w € D (d}‘;_me) mit
di—1minw =71 und  *i"xw=Yx, (2.5.98)
wenn 7 € imdj_; ,,;, gilt, und wenn ein 9 € D (dj_; ,,;,,) mit
rimind=n und i*x9€L?(A"TFTHN) (2.5.99)
existiert, und fiir jedes solche ¥
oy =iy + (=)™ %« 9 4 Dy k10 (2.5.100)
mit v € JTCm_k und 0 € Dy p—p—1 gilt.
Beweis: Die Frage nach der Existenz eines solchen w ist dquivalent zu

der Frage nach der Existenz eines w € D (d,:_lmm) mit
Dmprw=(-1)%+n wd #xrw=(-1)""Y%y (25101

Geméfl Lemma 2.5.6 gibt es genau dann ein solches w, wenn fiir jedes
% € D,y _p mit
Dyt = (=1)" %7 (2.5.102)

und i*¥; € L? (/\m_kT*N)
(1) Y sy =%y + 01 + Dy m—k—101 (2.5.103)

mit y; € f}ACm_k und 01 € Dy m—k—1 gilt und es mindestens ein solches ¥

gibt. Wir diirfen insbesondere

—— (2.5.104)
setzen. Mit
_ m(k—1)
v =(=1) " (2.5.105)
und
o= (=1)"* " g (2.5.106)

erhalten wir die gewiinschte Aussage. Eine Losung ist dann etwa
w=(=1)""Fxy+ 9+ (=1)""FxDp_r_10, (2.5.107)
wobei 0 € D,,,_r_1 so gewahlt ist, dafl
iYo=o (2.5.108)

gilt, was aufgrund des Spursatzes von Paquet 2.3.1 moglich ist.
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2.5.9 Korollar: Es gibt genau dann einw € D (d}‘;_l’mm) wie in Korollar

1
2.5.8, wenn 1) € kerdj;,_ 5, *x € D%, und

1
2

wi* = (1)UL D ey (2.5.109)

gilt, und wenn fiir alle v € U?Ck_l

(n|v)e= —/xA*i*v (2.5.110)
N

gilt.

Beweis: Wie bereits im Beweis zu Korollar 2.5.8 erwéhnt, ist es dquiva-

lent, die Existenz eines w € D ( szmm) mit

-k

Dmp*w=(—1)"+n wund Frw=(D""Y%y (25111)

zu diskutieren. Geméafl Satz 2.5.3 gibt es genau dann ein solches w, wenn
1

*xn € ker Dy, 11, *x € D;\,?m_k und
_1
(-1 %= (-1)""VD2 L xx (2.5.112)

gilt, und wenn fiir alle v € ﬁA{k_l

(_1)k (n 1 v)Le :(—1)]C (%0 | %V )2 =
_ (_l)m(k—l) . (_1)(m—1).(m—k—1) /*X N
=(—1)’“1/X/\*z‘*v

N
(2.5.113)

gilt. Damit folgt die Behauptung.
]

2.5.10 Satz: Seien 1 € imDy, 92 € imdy_q 5, X1 € L2 (/\kT*N)
und y, € L2 (/\k_lT*N) gegeben. Es gibt genau dann ein w € Dy N
D (d;;—l,min) mit

Diw = m 7w = x1

" % 2.5.114
dk—l,minw = 2 *1 KW = X2, ( )
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wenn es ein wy € Dy mit
Dywi=m und ifw; =1 (2.5.115)

und ein wy € D (d};_me) mit

*
k—1,min

wo =12  und * 1 % wo = X2 (2.5.116)

gibt, und wenn fiir alle v € ker Ay die Gleichung

/Xl N *xDrpv — (1 | Dpv)pe =

N . (2.5.117)
= (_1) /X2 A *i*dzfl,miny + (772 } dzfl,miny)LQ
N
gilt, wobei

ist. Wann es geeignete Formen w; und wsy gibt, wird in Lemma 2.5.6 bzw.
Satz 2.5.3 und Korollar 2.5.8 bzw. Korollar 2.5.9 diskutiert.

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, daf§ die Bedingungen aus den Formeln
(2.5.115), (2.5.116) und (2.5.117) erfiillt sind. Dann gilt fiir v € ker Ay

(wl ’ dz,mkaV)Lz = (_1)k+1 /Wl ADp—g—1 *Dygr =
M

= — /Dm—l (wl A *Dky) + /Dkwl AxDpv =
M M

Z—/Xl N *x D+ (1 | Dpv)p2 =
N

k 1 ;
= (_1)7" o /XQ /\*Z*d;::—l,mz’ny - (772 ‘ dZ—l,minV)I} -
N

_ (_1)mk—|—m—|—l /Dm—l (*CL)Q A dz-l,miny) _
M

*
_/Dm_k * W9 /\dk—l,miny -
M

= (_1)kz«(m7k‘)+1 /*WQ A Dk—le—l,minV = (u)Q | _Dk—le—l,miny)I} .
M

(2.5.119)
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Daraus folgt

(wl — wo dz,mkaV)Lz = (wl — Wy ‘ Dk—le—l,miny)L2 =0.
2.5.120)

(
Fiir o € imDg_1 Nimd wéahlen wir 91 € Di_1 und g5 € D (d}:mm),

*
k,min

fiir die
0=Dg_101 = dj 1;n02 (2.5.121)

gilt. Aufgrund der Hodgezerlegung 1.1.8 kénnen
01 =D;_ 191 €imD;_; und 02 =dimin¥2 € iImdg min  (2.5.122)

mit 91 € im Dy NDy_; und J2 € imdy, ,,,;, VD (dk,min) gewihlt werden.
Fiir

U:=11 — (2.5.123)

gilt
Dk—ld;:—l,minﬁ = Dk—le—l,minﬁl = Dk—l@l =0 (2.5.124)

und
dI:,mkaﬁ = _dz,minDk,ﬁQ = _d;:’mméb = —0, (25125)

woraus v € ker Ay folgt. Aus Formel (2.5.119) erhalten wir also
w1 —wo lpzim Dy g Nimdy 0, (2.5.126)
was gleichbedeutend ist mit
w1 —wo € ker Dy + ker di min- (2.5.127)
Folglich gibt es ein v; € kerdg min und ein 2 € ker Dy _; mit
w1+ 7 = ws + V2. (2.5.128)

Wir setzen
W:=wi + Y1 = ws + Yo. (2.5.129)

Da mit Satz 2.3.5 und Korollar 2.3.6

7 € kerdy pmin = ker Dy, N ker ¢* (2.5.130)
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und

72 € ker Dy = kerdjy_q s, N ker (xi%x) (2.5.131)
gilt, folgt

Diw = Dg (w1 +71) = Drwi = m, (2.5.132)
Z—l,minw = Z—l,min (wQ + 72) = dZ—l,minw2 =72, (25133)
Tw=1i" (w1 +m)=17"w1 =x1 (2.5.134)

und
" xw = *1" Kk (Wo +72) = *i" * wy = Xa2. (2.5.135)

Wir nehmen nun an, es gebe ein geeignetes w, das die Bedingung aus
Formel (2.5.114) erfiillt. Mit

W] =Wy =w (2.5.136)

sind dann offenbar die Formeln (2.5.115) und (2.5.116) erfiillt. Analog zu
Formel (2.5.119) sieht man fiir v € ker Ay, dafl

/Xl Ni* *xDyv — (m | Dpv )2 =
N

(k-1 Sk 1k *
:(_l)m( )/XQ N %1 dkfl,miny_i- (772 } dkfl,miny)[g
N

(2.5.137)

gilt.
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3 Anwendungen

In diesem Kapitel sollen einige Anwendungen der in Kapitel 2 besprochenen
Randwertprobleme vorgestellt werden. Solche Anwendungen sind unter an-
derem in der Elektrodynamik und der Strémungsmechanik zu finden. Es ist
im Rahmen dieser Arbeit nicht moglich, die zum tieferen Verstdndnis der
folgenden Anwendungen nétigen physikalischen Grundlagen zu erlautern.
Um sich mit der Elektrodynamik vertraut zu machen, empfehlen wir das
Buch von JACKSON [9], in dem dieses Fachgebiet sehr ausfiihrlich und de-
tailliert dargestellt wird. Eine grundlegende Einfiihrung in die Stromung-
smechanik stellt etwa das Buch von Fox/McDONALD [5] dar.

Wir werden die in Abschnitt 2.4 eingefiithrten Bezeichnungen (M, M , N =
OM etc.) weiterhin beibehalten, solange nichts anderes angegeben wird.

dz? bezeichnet die dufere Normale von M.

3.1 Divergenz und Rotation

Die Divergenz und die Rotation sind wichtige Operatoren der Physik. Die
Divergenz ist ein Maf fiir die Quellstéirke von Stromungen, das heif3t dafiir,
ob in einem Raumgebiet Feldlinien beginnen (positive Divergenz) oder en-
den (negative Divergenz). Im elektrostatischen Fall etwa entspricht die
Divergenz der Ladungsdichte eines elektrischen Feldes. Die Rotation ist
ein Maf§ dafiir, wie stark in einem Flufl verschiedene Stromungsschichten
tangential aneinanderreiben. Im magnetostatischen Fall entspricht die Ro-

tation der Stromdichte eines Magnetfeldes.
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3.1.1 Definition: Die Divergenz eines Vektorfeldes wird durch
div: C* (TM) —C* (M),

— , (3.1.1)

Xi—*xdy 1 %X

definiert. Sie kann zu
div = *Dy,_1 % o (3.1.2)

fortgesetzt werden.

3.1.2 Definition: Falls m = 3 ist, wird die Rotation eines Vektorfeldes

durch
rot : C* (TM) —-C>(TM),
_ f (3.1.3)
X — <*d1X")
definiert und kann zu
rot = (xD; o b)? (3.1.4)

fortgesetzt werden.

Beispiel 1: Seien f € L? (M) und g € L? (N) gegeben. Es soll ein X €
L? (TM) gesucht werden, das

divX=f und (X |da!)=gaufN (3.1.5)
erfiillt. Die zweite Bedingung kann in unserer Schreibweise zu
*i*x X =g (3.1.6)
umformuliert werden. Daher ist es dquivalent, ein w € D,,, 1 mit
Dyiw=xf und i*w=xg (3.1.7)
zu suchen. Wenn es ein solches w gibt, kann man
X = (»w)* (3.1.8)
setzen und hat eine Losung fiir das urspriingliche Problem gefunden.

So ein w gibt es geméfl Lemma 2.5.6 genau dann, wenn

* f =Dypp_19 mit ¥ € D,y,_1 und i*Y € L? (/\m_lT*N) und ( )
~ 3.1.9
* g = Z*’)/ + 9+ DN,m—QQ mit v € Hpm_q1 und o € ®N,m—2

gilt.
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Aus Lemma 2.5.5 ergibt sich, dafl es genau dann ein derartiges w gibt,

/f:/g (3.1.10)

wenn

gilt.
Diese Bedingung ist meist leichter zu iiberpriifen, als die oben angegebenen

Bedingungen aus Formel (3.1.9).

Beispiel 2: Wir betrachten nun den Spezialfall, dafl M dreidimensional
ist. Seien Y € L? (TM) und Z € L? (TN) gegeben. Es gibt genau dann ein
X € L?(TM), das

:
rot X =Y  und <i*Xb> =7 (3.1.11)

erfiillt, wenn

*Y? = D19 mit ¥ € Dy und i*9 € L? (T*N) und (3.1.12)
Z° = i*y 4+ i*9 + Dy oo mit v € H; und g € D g o

gilt. Wie in Beispiel 1 wurde das Problem n&mlich auf die Situation von

Lemma 2.5.6 zuriickgefiihrt. Aus Satz 2.5.3 ergibt sich, dafl es genau dann
_1

ein entsprechendes x gibt, wenn Y’ €kerDy, Z° €D N3 und

Y’ =Dy3 2 (3.1.13)

gilt, und wenn fiir alle v € fJfCl
(Yb ‘u) - (Wb ‘*u) :/me*v (3.1.14)
12 L2
N
gilt.

Ob die Bedingungen aus Lemma 2.5.6 oder die Bedingungen aus Satz 2.5.3

leichter zu iiberpriifen sind, hingt vom Einzelfall ab.
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3.2 Die Maxwellgleichungen

Wir wollen nun mit den bisher vorgestellten Ergebnissen die Maxwellglei-

chungen untersuchen.

Die Grundgrofien der Elektrodynamik sind mehrere glatte zeitabhéingige
Vektorfelder auf einer dreidimensionalen orientierten zusammenhéngenden
Riemannschen Mannigfaltigkeit X (ohne Rand): die elektrische Feldstirke
E, die dielektrische Verschiebungsdichte D, das Magnetfeld H und die ma-
gnetische Induktion B. Dazu kommen die Stromdichte J (zeitabhingiges
Vektorfeld auf X) und die Ladungsdichte ¢ (zeitabhéingige Funktion auf

X), die als Inhomogenitéten in den Maxwellgleichungen auftreten.

Wir nehmen generell an, dafl wir uns im Vakuum befinden, was die auftre-
tenden Gleichungen zum Teil wesentlich vereinfacht. Weiterhin setzen wir

X als geschlossen voraus.

Um Miflverstéindnisse auszuschlieflen, werden wir in diesem Abschnitt den
Index M grundsétzlich nicht weglassen, da mit mehreren verschiedenen
Mannigfaltigkeiten gleichzeitig argumentiert wird, und es wesentlich ist,

zu wissen, auf welcher Mannigfaltigkeit eine Abbildung operiert.

Wir weisen darauf hin, dal D die duflere Ableitung bezeichnet, wogegen
D fiir die dielektrische Verschiebungsdichte steht. Da beide Bezeichnungen
in ihrem jeweiligen Fachgebiet einen Standard darstellen, halten wir es fiir
angebracht, sie nicht abzuédndern, auch auf die Gefahr einer Verwechslung
hin.

3.2.1 Lemma: Sei I C R ein kompaktes Intervall, und seien
M=1IxX (3.2.1)

und o, w € QF (M) mit oy € A*X fiir alle p € M gegeben. Wie man leicht

nachrechnet gilt dann
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*xxx =1,

M AM W = (—1)k w,

dt N*xxa = (—1)k *NQ,
*y (dEN o) = *xa,

3M7k71a =0x kp-10, (3.2.2)

aM7k+1 (dt A Oé) =—dtA dXJCa,
0

SMJ@ (dt N Oz) =dt A 5X,k—104 — aa,

aM’ka = dX,kOé +dt A %O&.

Dabei bezeichnet dt die Volumenform auf .

3.2.2 Definition: Die Maxwellgleichungen fiir die elektromagneti-

schen Grundgroéfen in SI-Einheiten lauten

0
divy B=0 rotXE-l-a—B:O
; (3.2.3)
divyx D =p rotXH—&D:J.
Diese Gleichungen gelten allgemein, nicht nur im Vakuum.
3.2.3 Definition: Auf
M=IxX (3.2.4)
mit einem kompakten Intervall I C R setzen wir
Fupi=dt A B 4+ (a0 A B ) = At A B — 5B
Fypi= dLAD™ 4 (At AH™ ) = dt A D —axH  (3.25)

ji=odt+ J°x,

wobei dt wiederum die Volumenform auf I bezeichnet.

3.2.4 Satz: Auf einem kompakten Intervall I C R sind die Maxwellglei-
chungen aus Definition 3.2.2 dquivalent zu
aM,QFex =0

_ ‘ (3.2.6)
oni Fin = 7.
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Beweis: Die Aquivalenz folgt aus der Definition von Divergenz und Rota-
tion (Definitionen 3.1.1 und 3.1.2) und Lemma 3.2.1. Dabei beziehen sich
Divergenz und Rotation in Definition 3.2.2 auf Vektorfelder auf X, also

diVX = —(5)(70 o) bX (327)

und
rotx = (kxdx 0bx)™. (3.2.8)
[

Bemerkung: In der Elektrodynamik wird die kovariante Darstellung der

Maxwellgleichungen meist auf einer Lorentzmannigfaltigkeit
(I xX,1®(—gx)) (3.2.9)

durchgefiihrt, um die Elektrodynamik relativistisch behandeln zu kénnen.
gx bezeichnet die Metrik auf X. Im nichtrelativistischen Fall kénnen alle

Berechnungen aber ebenso gut auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit
(IxX,1®gx) (3.2.10)

durchgefiihrt werden. Dadurch umgeht man etliche Schwierigkeiten, die
sich daraus ergeben, dafl die Ergebnisse aus Kapitel 2 nicht ohne weiteres

auf Lorentzmannigfaltigkeiten adaptiert werden kénnen.

Im Vakuum unterscheiden sich E und D sowie H und B jeweils nur durch
eine Konstante (ndmlich durch die elektrische Feldkonstante ¢y bzw. die
magnetische Feldkonstante pg). Durch geeignete Eichung kénnen E und
D sowie H und B identifiziert werden. Daher konnen auch F,., und Fj,

identifiziert werden. Sie werden ab sofort beide mit F' bezeichnet.

Das Gleichungssystem

dy2F =0
- ' (3.2.11)
(5M’1F =]
mit /' € Q* (M) und j € im&,7,1 kann verallgemeinert werden zu
Dy 2F =0
(3.2.12)

* .
M,l,minF_j
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mit ' € DproND (d?\4,1,mm) und j € imdjy g 4, Es stellt sich nun die
Frage nach der Losbarkeit dieser verallgemeinerten Maxwellgleichungen bei
gegebener Strom— und Ladungsdichte. Mit einem kompakten Zeitintervall
I ist

M=1xX (3.2.13)

eine vierdimensionale kompakte orientierte zusammenhéngende Riemann-
sche Mannigfaltigkeit mit Rand. Wir bezeichnen den Rand von M wiede-

rum mit N.

3.2.5 Satz: Sei j € imdj; ,,;, gegeben. Dann gibt es ein F' € Dy N
D (d7\4,1,min) mit

DM,QF - 0 und 7\/[,1,man - j. (3.2.14)

Diese Losung F' ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Beweis: Wir wihlen ein w € D (djy; 1 ynin ), so daB
J =AM 1 minW (3.2.15)
gilt. Gemifl der Hodgezerlegung beziiglich des Fredholmkomplexes
(dar,min, D (dasmin)) (3.2.16)
kann w als
W =wo +wi +ws € Hntminz @ dar 1 min ©imdirgmm  (3.2.17)
geschrieben werden. Dann gilt
M min® = A1 minW1 = J. (3.2.18)

wy liegt im Definitionsbereich von dj; 1 ,,in, da w, wp und we im Defini-

tionsbereich von dj; § ,,;,, liegen. Wir setzen nun
F=w. (3.2.19)
Dann erfiillt F' die gewiinschten Eigenschaften, da
w1 € imdas 1,min C kerdas 2,min C kerDjpys o (3.2.20)

gilt.



118 3. Anwendungen

Falls ker Dps2 M kerdyy q 4, nicht trivial ist, folgt sofort, daff F' nicht
eindeutig bestimmt sein kann. Wir werden nun ein Beispiel einer geeigneten

Mannigfaltigkeit M angeben, fiir die
ker Dps2 Nker djys g pin 7# 0 (3.2.21)
gilt. Wir betrachten dazu den dreidimensionalen Torus
T3 ~ 8! x ' x St (3.2.22)

dty, dto und dts bezeichnen die jeweiligen Volumenformen auf den einzel-

nen Sphéren. Da
* (dtl N dtg) = dtg (3223)

gilt, liegt dt; A dt, sicherlich in ) M,2. Folglich ist HTCMQ nicht trivial. In
Wahrheit ist 5 M2 sogar dreidimensional, wie man mit Hilfe der Kiinneth—
Formel (vgl. MACLANE [10], Theorem 5.10.1) leicht sieht. Fiir

M=1xT? (3.2.24)

sei

M — T3 (3.2.25)

die kanonische Projektion. Fiir ein w € f]/:CTs,Q gilt dann
Dysom*w = dprom*w = m*drs w = 0, (3.2.26)

und mit Lemma 3.2.1 gilt

M min™ W = 0017w = s 17w = 7675 jw = 0. (3.2.27)
Daher gilt
dim (ker Dpz,2 Nker djy g i) = dim j'\CTS’Q, (3.2.28)
weil
™ Q(T%) — QM) (3.2.29)

injektiv ist. Folglich ist ker Das 2 Mker djy 1, nicht trivial.
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Bemerkung: Satz 3.2.5 sagt in Verbindung mit Satz 3.2.4 aus, fiir welche
Vorgaben der Strom— und Ladungsdichte auf einem kompakten Zeitinter-
vall die Maxwellgleichungen losbar sind. Dieses Ergebnis steht in Ube-
reinstimmung mit der Physik, da anschaulich vo6llig klar ist, dafl sich zu
jeder (zuldssigen) Vorgabe von Ladungsverteilungen und Strémen gewisse
elektromagnetische Felder einstellen miissen. Allerdings sind Strom— und
Ladungsdichte in der Realitdt durch die Kontinuitétsgleichung gekoppelt
und koénnen nicht beliebig gewihlt werden. Daher ist auch versténdlich,
warum die Maxwellgleichungen nicht fiir jede beliebige Vorgabe von p und
J losbar sind. Es gibt offenbar genau dann keine Losung, wenn j nicht im

Bild von daz,1,min liegt.

Die Nichteindeutigkeit der Losung resultiert aus der Tatsache, dafl ohne
Anderung der Strom— oder Ladungsdichte ebene Wellen, das heifit rota-

tionsfreie Felder ohne Quellen und Senken iiberlagert werden kénnen.

Es soll nun wiederum gepriift werden, ob die Maxwellgleichungen unter
bestimmten Rahmenbedingungen l6sbar sind. Wir legen wieder ein kom-
paktes Zeitintervall zugrunde. Jetzt wollen wir aber nicht nur Strom— und
Ladungsdichte vorgeben, sondern zusétzlich zu Beginn und Ende des Zeit-

intervalls alle relevanten Grofien festlegen.

3.2.6 Problem: Betrachte die Voraussetzungen von Satz 3.2.5. Zusétz-
lich seien x; € L2 (/\QT*N) und y3 € L? (T*N) gegeben. Wann gibt es ein
FeDyanD (d}k\4,1,mm): so daf3

(2) d}kw,l,minF = j (4) *ix Fo= X2
gilt?

GeméilB Lemma 2.5.6 muf}
X1 = ’L'*’Yl + DN7191 (3230)

mit y; € J/_\(M’Q und o1 € Dy 1 gelten.
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Nach Korollar 2.5.8 muf3
X2 = *Z'*’)/Q —+ *Z'*192 + *DNJ(QQ (3231)

mit 2 € j'\fMg, 02 € Dy,1und U5 € D ( >}<\/[,1,min) mit dj 1 U2 = J und
i* %0y € L2 (/\2T*N) gelten.

Es ist auch moglich, dquivalente Bedingungen mit Hilfe von Satz 2.5.3 und

Korollar 2.5.9 auszudriicken:

_1
Es mufl x1 € ker Dy 2, *x2 € DN,23 und
*i* x j = xD % % x2 (3.2.32)

gelten, und es muf} fiir alle v € I M1

0= /X1 Ai*T (3.2.33)
N
und
(J V)2 = _/XQ A" D (3.2.34)
N

gelten. Dafl man x; € kerDy o fordern darf (statt y; € ker D&%Q), sieht
man daran, dafl
_1
ker Dy? NL? (AT*N) = ker Dy (3.2.35)

gilt.

Falls diese Voraussetzungen nun erfiillt sind, gibt es ein F; € D2, das
die Bedingungen (1) und (3) erfiillt und ein F5 € D (djs1 min), das die
Bedingungen (2) und (4) erfiillt. Falls nun fiir alle

v € ker (d3 ,,;,D2 + D1d] i) (3.2.36)
die Gleichung
/Xl A" xDov = /XQ A d] iV + (J | Dav)p 2 (3.2.37)
N N

gilt, ist das Problem losbar, wie in Satz 2.5.10 gezeigt wurde.
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Bemerkung: Wie man in Definition 3.2.3 sieht, entspricht y; dem Ma-
gnetfeld und xs dem elektrischen Feld am Rand des Zeitintervalls I. Unter
Vorgabe von Strom— und Ladungsdichte auf ganz I und Vorgabe der elek-
tromagnetischen Felder am Beginn und am Ende des betrachteten Zeit-
intervalls sind die Maxwellgleichungen also genau dann 16sbar, wenn Pro-
blem 3.2.6 losbar ist. Falls es eine Losung gibt, ist diese eindeutig, wie das

folgende Lemma besagt.

3.2.7 Lemma: Falls es fiir Problem 3.2.6 eine Losung F' gibt, so ist diese

eindeutig.

Beweis: Wir behalten die Bezeichnungen aus Problem 3.2.6 bei. I sei

gleich [a, b] mit a, b € R. Es geniigt zu zeigen, daf} es kein nichttriviales

w € kerdas kmin Nker Dy p 4 (3.2.38)
gibt, da

ker DM,k Nkeri* = ker dMJg,min (3239)
und

gilt. Die Behauptung ergibt sich dann mit k£ = 2.
Sei w € kerdas, i, min N ker D}kM’k_l gegeben. Wegen
ker dag,min Nker D3y 1 © Har (3.2.41)
ist w harmonisch, und wegen
ker daz k,min C D (das,k,min) (3.2.42)

gilt
*w=0. (3.2.43)

Aufgrund der Kiinneth—Formel (vgl. MACLANE [10], Theorem 5.10.1) gilt

f}fM,k ~ Z J‘C]’i@)f}fx,j. (3244)
itj=k

Da Hy o eindimensional ist und fiir ¢ # 0

Hri=0 (3.2.45)
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gilt, erhalten wir

dim j'\fMyk =dim U‘CM’k =

~ (3.2.46)
:dimj‘fXVk = dimex,k < 0.
Wenn wir mit 7 die kanonische Projektion
T:M—X (3.2.47)
bezeichnen, gilt fiir ¢ € H X,k
dp ™ = 1*dx x99 =0 (3.2.48)
und
5M7k_17r*’l9 = (SX’k_l’iT*ﬁ = 7T*5X,k—119 = 0. (3249)
Offenbar gilt
** x 9 =0, (3.2.50)

woraus 7" € D}y folgt. Daher gilt 7% € J?CMJC. Da 7* injektiv ist,
folgt aus Formel (3.2.46)

Horp = 7 Hx k. (3.2.51)

Sei nun
w=m"Y € Hus (3.2.52)

mit ¥ € K x,x gegeben. Falls w € keri” gilt folgt daraus
0=1i"w=1i"71"9 =9. (3.2.53)

Daraus folgt
w=m"Y=0. (3.2.54)
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3.3 Ein Beispiel aus der Stréomungsmechanik

Die Stréomung einer Fliissigkeit oder eines Gases auf einer Mannigfaltig-
keit kann als Vektorfeld beschrieben werden. Im allgemeinen betrachtet
man in der Stromungsmechanik Strémungen auf einem berandeten Teilge-
biet des R? oder des R>. Falls das betrachtete Gebiet zusammenhingend
und beschrankt und die Berandung glatt ist, liegt eine kompakte zusam-
menhéngende zwei— oder dreidimensionale orientierte Riemannsche Un-
termannigfaltigkeit mit Rand des R? oder des R® vor, deren Metrik von
der Standardmetrik des R? oder des R® induziert wird. Man nennt eine

Stromung stationdr, falls sie keiner zeitlichen Anderung unterliegt.

Uns stellt sich nun die Frage, welche Aussagen in Bezug auf Existenz und
Eindeutigkeit einer Stromung gemacht werden konnen, wenn die Stromung
am Rand des betrachteten Gebiets bekannt ist. Wir setzen voraus, dafl es
sich um eine stationére divergenz— und rotationsfreie Strémung eines in-
kompressiblen Fluids handelt. Diese Situation erh&lt man in der Praxis,
wenn man ein abgeschlossenes System betrachtet (Divergenzfreiheit), in
dem ein inkompressibles Fluid stromt, dessen Tragheit man vernachléssi-
gen kann (Rotationsfreiheit) und sich eine stationire Stromung eingestellt
hat. Auf einer zweidimensionalen kompakten orientierten Riemannschen
Mannigfaltigkeit M wird die Rotation durch

rot := (xd; 0b)" : C°° (TM) — C> (M) (3.3.1)

definiert und kann zu

rot = (xDy % b)* (3.3.2)

fortgesetzt werden. Die Trédgheit eines Fluids kann man etwa bei stark
verdiinnten Gasen oder sehr langsamen — sogenannten kriechenden —
Stromungen vernachldssigen. Allerdings sind Gase hochkompressibel, so

daf sie fiir unsere Betrachtungen nicht von Interesse sind.

Die Berandung des betrachteten Raumgebiets ist im allgemeinen theore-
tischer Natur und nicht durch mechanische Wéande gegeben. Es wird also
in Wahrheit ein Ausschnitt eines grofleren Systems betrachtet, so dafl sehr
wohl Materie in das betrachtete Gebiet hinein— oder daraus herausfliefen

kann.
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Mathematisch gesehen ergibt sich daraus das folgende Problem:

3.3.1 Problem: Sei M eine m—dimensionale kompakte orientierte zu-
sammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand N = OM. Auf
N seien x; € L? (T*N) und x» € L? (N) gegeben. Wann gibt es ein

w € ker Dy Nker dg i (3.3.3)
so dafl
fw=x1 und xiTrw=x2 (3.3.4)
gilt?
Xﬁ beschreibt dabei die Tangentialkomponente und y» die Normalkompo-
nente der gesuchten Stromung am Rand von M. Die Stromung selbst wird
durch w* beschrieben. Die Forderung w € ker Dy entspricht der Rotations-

freiheit und w € kerd, ,,;, der Divergenzfreiheit von w*. Natiirlich sollte

m = 2 oder m = 3 gelten und M eine Untermannigfaltigkeit des R"" sein.

Auf dieses Problem kann Satz 2.5.10 angewandt werden. Ein w, das die
geforderten Eigenschaften besitzt, gibt es genau dann, wenn es ein wy €
ker Dy gibt, fiir das

w1 = x1 (3.3.5)

gilt und ein wy € kerdg ,,;, mit
*1* * Wy = X2, (336)

und wenn auflerdem fiir jedes v € kerdy ,,;,D1 + Dodg i,

/Xl Ni* %Dy = /X2 xi dG in? (3.3.7)
N N

gilt. Geeignete w; und wy gibt es geméafl Lemma 2.5.6 und Korollar 2.5.8

genau dann, wenn

X1 =171 +Dno01 (3.3.8)

mit y; € Hy, 01 € Dy und
*x2 = 1"Y2 + DN m—202 (3.3.9)
mit vy € f]ffm_l und g2 € Dy 2 gilt. Wir setzen dann

w1 =7 + Doo1 (3.3.10)
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und
wy = (=1)""" (k92 + *Dm202) , (3.3.11)
wobei g1 € Dy und g2 € D,,,_o so gewdhlt sind, dafl
01 =01 (3.3.12)
und
i*02 = 02 (3.3.13)

gilt, was geméfl dem Spursatz von Paquet 2.3.1 moglich ist.

Aquivalente Anforderungen an x; und yo, die die Existenz geeigneter wy
und wy sicherstellen, ergeben sich aus Satz 2.5.3 und Korollar 2.5.9. Es

mufl x1 € kerDy 1 und fiir alle vy € j'\(:m_g und vy € JA{O

0= /x1 %Y (3.3.14)
N
und
0= /Xg %1 T (3.3.15)
N

gelten. Wie schon in Problem 3.2.6 ist es auch hier erlaubt, x; € ker Dy 1
zu fordern, da

kerDy? N L2 (AT*N) = ker Dy (3.3.16)

gilt. Da M als zusammenhéngend vorausgesetzt wurde, besteht JTCO gerade
aus der Menge der konstanten Funktionen iiber M. Daher vereinfacht sich
Formel (3.3.15) zu

0= /Xg. (3.3.17)
N
Falls m = 2 gilt, vereinfacht sich auch Formel (3.3.14) zu

0= /xl, (3.3.18)

N
und die Bedingung x1 € ker Dy ; wird redundant.

Falls m = 2 ist, gibt es fiir eine stationére divergenz— und rotationsfreie
Strémung w* € L2 (TM) einer inkompressiblen Fliissigkeit hiufig eine so-

genannte Stromfunktion, das heifit eine Funktion
Y € kerdg ., Do, (3.3.19)

so dafl w gleich xDg ist.
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3.3.2 Satz: Unter den Voraussetzungen von Problem 3.3.1 mit m = 2
gibt es hichstens eine Strémung w* € L2 (TM), die das Problem 3.3.1 1ost
und eine Stromfunktion v besitzt. Die analoge Aussage gilt bereits, wenn
lediglich die Tangentialkomponente der Stromung am Rand von M (also

X’i) festgelegt ist und die Normalkomponente yo beliebig sein darf.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dafl xDyy durch
Dot € kerdg ,,in (3.3.20)

und
*Do1) € keri* (3.3.21)

eindeutig festgelegt ist. Mit Korollar 2.3.6 und Satz 1.1.8 gilt

Do € im Dg N ker (i*x) N ker dé,mm -

= im Do N ker (xi*x) Nkerdy ,,,;,, =

(3.3.22)
=im Do N Dy Nkerdy i, =
=1im Dy Nker D; = 0.
Daraus folgt
*Dotp = 0. (3.3.23)
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4 Schluflbemerkung

Es war geplant, die folgende Aussage als Satz in Abschnitt 2.5 aufzuneh-

men:

Seien 1) € L2 (N*F1T*M), x1 € H™2 (A*T*N) und xo € H™% (AF~1T*N)

gegeben. Es gibt genau dann ein w € D, N'D ( Z_me) mit
Dyw=m, i'w=x1 und *i"*xw = xa, (4.1)

wenn es ein wy, € Dy mit
Dywiy=n und *wi=x1 (4.2)
und ein wy € D (dj_y i) mit
*1" % wo = X2 (4.3)

gibt.

Bisher ist es jedoch weder gelungen, die Aussage zu beweisen, noch sie
zu wiederlegen. In SCHWARZ [13], Theorem 3 wird eine dhnliche Aussage
bewiesen, wobei aber stirkere Regularitdtsbedingungen an die auftreten-
den Differentialformen gestellt werden. Ob diese Regularitéitsbedingungen

geniigend abgeschwicht werden kénnen, ist noch zu kléren.
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Symbolverzeichnis

0 leere Menge

id identische Abbildung

log: Ry — R natiirlicher Logarithmus

exp: C— C, Exponentialfunktion

z e’

Rez, Imz Real- und Imaginérteil der komplexen Zahl z

z zu z € C konjungiert komplexe Zahl

B, offener Ball um 0 mit Radius r

X Abschlufl der Menge X

)O( Inneres der Menge X

0X Rand der Menge X

inf X Infimum der Menge X

sup X Supremum der Menge X

dim X Dimension des Vektorraums oder der Mannigfaltig-
keit X

U+V Summe der Vektorrdume U und V

UV direkte Summe der Vektorrdume U und V'

U+ Orthogonales Komplement von U

xly x steht senkrecht auf y
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ker f

supp f

[yt

FT— lim

C(X,Y)

Hom (X,Y)

T*

specT’

Skalarprodukt von x und y im Raum X
Betrag der Zahl x

Norm im Raum X

Supremumsnorm

Definitionsbereich der Abbildung f

Bild der Abbildung f
Kern der Abbildung f
Tréger der Abbildung f

Graph der Abbildung f
Graphennorm des Operators T'

Grenzwert beziiglich der Graphennorm des Opera-
tors T’

Ableitung der Funktion f
Fouriertransformierte von f, S. 62, 68

Einschréinkung der Abbildung f auf die Menge X

Einschrankung des Operators T' auf Abbildungen
iitber M, S. 90

Teilmenge der Funktionen mit kompaktem Trager

des Funktionenraums F

Menge der abgeschlossenen linearen Operatoren mit
Definitionsbereich in X und Bildbereich in Y, S. 9

Menge der Homomorphismen von X nach Y

zu T formaladjungierter bzw. transponierter Ope-
rator, S. 27

zu T adjungierter Operator

Spektrum des Operators T’
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™ Tangentialbiindel der Mannigfaltigkeit M

™M Kotangentialbiindel der Mannigfaltigkeit M

S*M Kosphérenbiindel der Mannigfaltigkeit M

X Kartesisches Produkt

® Tensorprodukt

A adufleres Produkt

L innere Multiplikation

fr Pullback der Funktion f, S. 19

i:0M — M Einbettung des Randes einer Mannigfaltigkeit M in
M selbst, S. 61

op Hauptsymbol des Differentialoperators P, S. 28

AC (1) Menge der absolutstetigen Funktionen auf einem In-
tervall 1

C"(X) Menge der n—mal stetig differenzierbaren Funktio-
nen iiber X

C™> (X) Menge der beliebig oft differenzierbaren Funktionen
iiber X

C> (F) Menge der beliebig oft differenzierbaren Schnitte in
F fiir ein Vektorraumbiindel E— M

L2 (U, V) Menge der quadratintegrierbaren Funktionen von U
nach V fiir eine offene Menge U C RR"™ und einen
Banachraum V

L7 (U V) Menge der lokal quadratintegrierbaren Funktionen
in U — V fiir eine offene Menge U C IR™ und einen
Banachraum V

L2 (M) Menge der quadratintegrierbaren Funktionen iiber
M

L?(E) Menge der quadratintegrierbaren Schnitte in F fiir

ein Vektorraumbiindel E— M
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H (M)

H* (E)

Diff; (E, F)

Diff; (E)

UDiff; (E, F)

UDIff, (E)

Q (M), Q" (M)

dar, dare

Oy Onrk

dM,m’i'rL7 dM,k,min

dM,mam - DM,

dM,k,mam - DM,k

Dary D
*k %k
DMa M,k

aMa aM,k

Sobolevraum der Stufe s von Funktionen iiber M,
S. 23

Sobolevraum der Stufe s von Schnitten in F fiir ein
Vektorraumbiindel E— M, S. 25

Menge der Differentialoperatoren der Ordnung /[

zwischen Schnitten der Vektorraumbiindel £ und F
Abkiirzung fiir Diff; (E, F)

Menge der Pseudodifferentialoperatoren der Ord-
nung [ zwischen Schnitten der Vektorraumbiindel
F und F, S. 25

Abkiirzung fiir UDiff; (E, E)

Abkiirzung fiir C> (AT*M) bzw. fiir C> (A\*T* M),
S. 30

auBere Ableitung auf C*°~Formen (der Stufe k) mit
Trager in ]\04, S. 30

Bezeichnung fiir df, bzw. fiir dj, ., S. 31

AbschluB von dy; bzw. dasy in L? (AT*M), S. 31

maximale abgeschlossene Fortsetzung von dy; bzw.
darx in L2 (AT*M), S. 31

Definitionsbereich von Dy; bzw. Dy g, S. 31

Definitionsbereich von D}, bzw. D}, S. 31

auBere Ableitung auf C*°~Formen (der Stufe k), S.
52

Einschréinkung des Operators dj;,,;, auf Formen

in Q (M) bzw. in Q¥ (M), S. 52

Abschlufl von dps bzw. dazj in
H* (AT*M) — H' (AT*M) ,

S. 55



134 Symbolverzeichnis

> Dk Abkiirzung fiir D}/ bzw. D;’j’k, S. 55

(D, D) Hilbertkomplex, S. 10

(D*, D¥) zu (D, D) dualer Hilbertkomplex, S. 10

Anr, Ak Laplaceoperator (der Stufe k) iiber M, S. 11, 46

I M I M,k Menge der harmonischen Formen (der Stufe k) iiber
M, S. 12, 46

Hi k—te Homologieklasse eines Hilbertkomplexes, S. 10

X1 as de Rham Kohomologieklasse der Form y auf M, S.
50

*: ANT*M — NT*M  Hodgeoperator

b, # Musikalische Isomorphismen

b
L2 (ATM) = L2 (AT*M)
:

div X Divergenz des Vektorfeldes X, S. 112
rot X Rotation des Vektorfeldes X, S. 112
vol (U) Volumen von U

dvol (M) Volumenform auf M

S™ n—dimensionale Sphére

™ n—dimensionaler Torus

E elektrische Feldstérke, S. 114

D dielektrische Verschiebungsdichte, S. 114
H Magnetfeld, S. 114

B magnetische Induktion, S. 114

J Stromdichte, S. 114

0 Ladungsdichte, S. 114

€0 elektrische Feldkonstante, S. 116

4o magnetische Feldkonstante, S. 116
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Stichwortverzeichnis

Ableitung, Cartansche, 31
Ableitung, duflere, 31
Abschluf, 28, 31

Cartansche Ableitung, 31

Differentialform, 30ff

Differentialform, harmonische,
46

Differentialoperator, 28f, 30ff

Divergenz, 111f

Einbettung, 61
Einschrankung, 90

Feld, elektrisches, 111
Feldkonstante, elektrische, 116
Feldkonstante, magnetische, 116
Feldlinie, 111
Feldstarke, elektrische, 114
Form, harmonische, 12, 46
Fortsetzung, maximale abges-
chlossene, 27, 31, 45
Fortsetzung, minimale abges-
chlossene, 27, 31, 45

Fouriertransformation, 62, 68

Fredholmkomplex, 10, 47, 58

Fredholmoperator, 27

Friedrichs—Gléattungsoperator,
36

Glattungsoperator, 36

Hauptsymbol, 28, 47
Hilbertkomplex, 10, 45, 56
Hodgeoperator, 19
Hodgezerlegung, 12
Homologie, 10

Induktion, magnetische, 114
Involution, 17ff

Komplex, dualer, 10
Komplexabbildung, 14
Kontinuititsgleichung, 119
Kosphérenbiindel, 34
Kiinneth—Formel, 118, 121

Ladungsdichte, 111, 114
Laplaceoperator, 11, 46, 58
Lebesgueintegral, 84
Lorentzmannigfaltigkeit, 116



136 Stichwortverzeichnis

Magnetfeld, 111, 114
Maxwellgleichungen, 114ff

Operator, abgeschlossener, 9

Operator, elliptischer, 24

Operator, formaladjungierter,
27, 56

Operator, transponierter, 27,
56

Operatortopologie, schwache,
37

Operatortopologie, starke, 37

Paquet, Spursatz von, 62

Parametrix, 26

Pseudodifferentialoperator, 24,
25

Pullback, 19

Quellstérke, 111

Regularitét, elliptische, 26, 46
Rotation, 111f, 123

SI-Einheiten, 115
Satz von Stokes, 86
Sequenz, 15, 87
Skalarprodukt, 19
Sobolevnorm, 23
Sobolevraum, 23, 25
Spektrum, 56
Spuroperator, 61
Spursatz, 62

Stokes, Satz von, 86
Stromung, 111, 123ff
Stromdichte, 111, 114
Stromfunktion, 125

Symbol, 28, 47

Verdopplung, kompakte, 39,
89

Verschiebungsdichte, dielektri-
sche, 114

Welle, ebene, 119

abgeschlossener Operator, 9
auBere Ableitung, 31

de Rham Kohomologie, 50

de Rham Komplex, 45

dielektrische Verschiebungsdich-
te, 114

dualer Komplex, 10

ebene Welle, 119

elektrische Feldkonstante, 116
elektrische Feldstérke, 114
elektrisches Feld, 111
elliptische Regularitit, 26, 46
elliptischer Operator, 24
exakte Sequenz, 15, 87f

formaladjungierter Operator,
27, 56

glatter Pullback, 19
harmonische Form, 12, 46

kompakte Verdopplung, 39,
89
kriechende Stromung, 123

kurze Sequenz, 15
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lange Sequenz, 15

magnetische Feldkonstante, 116

magnetische Induktion, 114

maximale abgeschlossene Fort-
setzung, 27, 31, 45

minimale abgeschlossene Fort-
setzung, 27, 31, 45

quasiisometrisch, 33

schwache Operatortopologie,
37
starke Operatortopologie, 37

stationédre Strémung, 123

transponierter Operator, 27,
56












